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Proélogo

Estas notas han sido elaboradas para servir como base al curso de Relatividad que forma parte de
las materias obligatorias en la carrera de Fisica de la Facultad de Ciencias de la Universidad Nacional
Auténoma de México. Los autores las hemos escrito y refinado conforme hemos impartido el curso,
procurando discutir de la manera mas intuitiva la generacién de los conceptos requeridos para llegar a
postular la interaccién entre la materia y el espacio.

Para seguir el curso, es requisito sentirse cémodo en cédlculo de varias variables; tener claros los
conceptos de Fisica elemental: Mecédnica, Electromagnetismo, Hidrodindmica. Ciertos conocimientos de
ecuaciones diferenciales, son una buena ayuda y ... jListo! Ganas de querer aprender. Estos son los
ingredientes necesarios para poder seguir estas notas y entender los conceptos centrales que conducen a
la teoria de la relatividad general.

El curso inicia con una revisién de las tranformaciones galileanas y el ver que éstas, no dejan invari-
ante a la teorfa electromagnética. Al buscar cudles son las transformaciones que si la dejan invariante,
se determinan las transformaciones de Lorentz y, con ellas, surge el concepto de espacio-tiempo y la
invariancia de la velocidad de la luz: esto es la relatividad especial. Se presentan varios casos donde
se muestran cémo varian entonces conceptos tan arraigados e intuitivos, como la simultaneidad de dos
eventos.

Al generalizar a las transformaciones de coordenadas, se introducen nuevos objetos geométicos car-
acterizados por su comportamiento bajo tranformaciones coordenadas en el espacio-tiempo, los tensores,
luego describimos sus propiedades y caracteisticas.

Estudiamos con detalle la manera de pasar de leyes conocidas de la Fisica a la descripcién del equiv-
alente de dichas leyes, pero en el espacio-tiempo. Presentamos el movimiento de particulas libres; el
campo electromagnético, las leyes de la hidrodindmica, de un modo intuitivo, pero sin perder la solidez
matematica.

Dejamos para el final a la ley de la gravitacién universal de Newton. Al estudiar su equivalente en el
cuadriespacio, vemos la necesidad de introducir un nuevo tensor, el de Riemann y, uniendo lo aprendido
sobre otras ramas de la Fisica, llegamos a la expresién de la ley de gravitacion en el cuadriespacio, con una
sorpresa, jno hay fuerza gravitatoria, hay geometria! Esta nueva relacién son las ecuaciones de Einstein.

Presentamos un par de ejemplos de soluciones a las ecuaciones de Einstein, mostrando su derivacién
y discutiendo las caracteristicas de dichas soluciones: la de hoyo negro y la del cosmos. Terminamos con
un estudio del movimiento de particulas en el espacio tiempo del hoyo negro.

Los autores consideramos que, de este modo, los lectores han quedado con las bases necesarias para,
en caso de que deseen, profundizar en los diferentes temas de la relatividad general y, para aquél, aquella,
que se piensa dedicar a otra area, esperamos que le habran quedado claros los conceptos fundamentales de
una de las teorias més profundas que haya logrado la humanidad y que es un conocimiento que debe tener
todo profesional de la Fisica. Reiteramos, no es un conocimiento para especialistas y que sélo pueden
alcanzar cierto tipo de expertos; es una teoria con bases claras y conceptos perfectamente asequibles,
claro, con dedicacién.



Hemos disenado una serie de ejercicios antes de cada tema y, de hecho, hemos escrito las soluciones
en un apéndice, sugiriéndole al lector que intente dar su respuesta, antes de ver la nuestraRespecto a las
tareas, es nuestra experiencia que los conceptos se aprenden en base al trabajo continuo y cotidiano. Por
ello sugerimos el intentar resolver los ejercicios antes de empezar el capitulo respectivo, avanzar un poco
y seguir resolviéndolos conforme avanza en el capitulo. Posteriomente, ver nuestra respuesta.

El curso de la Facultad de Ciencias dura 16 semanas aproximadamente y, trabajando tres horas a
la semana en el curso y por lo menos el mismo tiempo dedicado fuera del aula, se alcanza a cubrir el
material y lograr aquirir los conocimientos basicos de la Relatividad General.

Hemos anadido las fotografias de los personajes que intervinieron el el desarrollo de esta gran teoria,
aparte de que es agradable conocerlos, consideramos importante que se vea a esas personas como eso...,
ipersonas!

Queremos mencionar nuestro reconocimiento al apoyo recibido por los proyectos PAPIIT IN115311 e
IN103514 durante el perodo de elaboracion de estas notas.

Como libros complementarios a éstas notas, le recomendamos al lector unos clasicos: El libro de
Taylor-Wheeler, primera edicién, [?] para la parte de relatividad especial, y el libro de Weinberg [?] para
la parte tensorial y de relatividad general. Se tiene también al cldsico, el MTW [?] que nos parece muy
util para consultar, una vez que se ha entendido el tema y se desea profundizar. Recomendamos también
al libro de Ligthman et al.[?], que contiene muchos problemas y sus soluciones.

Es nuestro deseo que disfrutes estas notas y te sean ttiles

Instituto de Ciencias Nucleares Ciudad Univeristaria México 2013



Capitulo 1

Introduccion

La Relatividad General describe una de las 4 interacciones fundamentales de la naturaleza, la gravitatoria.
Modifica radicalmente nuestra concepcion de espacio y tiempo, desecha la idea de fuerza gravitacional,
ofreciendo en vez de ella el concepto de curvatura y postula una interdependencia entre la geometria del
espacio-tiempo y la materia - energia presente en él. Es de gran belleza y aborda una amplia gama de
situaciones, describiendo con precision a la dindmica del Universo en su conjunto, la Cosmologia, asi como
a fendmenos a escala del Sistema Solar. Es una teoria que describe consistentemente las observaciones
cosmoldgicas mas finas, prediciendo la existencia de nuevos tipos de materia, la llamada materia obscura,
asi como de, posiblemente, una nueva constante en el Universo, la constante cosmoldgica, A. Describe
la formacion y propiedades de los hoyos negros, inclusive el choque entre ellos; predice la existencia de
perturbaciones en el espacio-tiempo, las ondas gravitatorias. Describe inclusive a objetos posiblemente
hipotéticos como los hoyos de gusano.

Todos estos fenémenos y muchos mas, estan dentro de esta teoria y es la que se presenta y discute en
estas notas.

La relatividad especial surge de la idea de que la Fisica vista en un sistema de referencia, sea clara-
mente descrita en cualquier otro sistema de referencia inercial al primero, sin que ninguin sistema sea mas
importante que ningtin otro. Esta democratizacién conduce a un nuevo concepto donde se puede manifes-
tar, el cuadriespacio. El querer estudiar estas relaciones en sistemas descritos en coordenadas curvilineas,
nos lleva a introducir objetos geométricos que tengan un comportamiento claro bajo cambios de sistemas
de referencia, los tensores. Al notar que las coordenadas curvilineas pueden, en si, estar describiendo
a un espacio curvo, se generaliza el concepto de movimiento libre en el cuadriespacio y, en general, se
aprende a reescribir a las leyes conocidas de la Fisica, en este cuadriespacio con expresiones tensoriales.
Al reescribir de este modo a la ley de fuerza gravitatoria de Newton, se llega a un nuevo paradigma, a
que en si, no hay fuerza gravitatoria, sino curvatura, la materia curva al espacio y la geometria determina
al movimiento de la materia.



Ejercicios 1

. Convertir las siguientes cantidades a sus equivalentes en unidades con ¢ = G = 1 llamadas Unidades
naturales:

La constante de Planck A = 1.05 x 10734J - s

Momento de una particula p =3 x 10* Kg -m -s~!

Presién atmosférica P =1 x 10> N - m~2

e Densidad del agua p =1 x 10> Kg - m™3
. Convertir de unidades naturales a unidades del SI

e Velocidad v = 1 x 1072
e Tiempo t =1 x 10¥m
e Aceleracién a = 10m™!

e Presién P =1 x 10Y%g -m™3

. Cuando se considera que las interacciones fundamentales son descritas por la gravedad relativista
y la mecanica cuantica, se tiene que las constantes fundamentales de la naturaleza son la velocidad
de la luz, ¢, la constante de gravitacién universal, G y la constante de Plank, h. Combinando dichas
constantes, construye una cantidad con unidades de tiempo, de masa y de distancia.

. Demostrar que las ecuaciones de Maxwell para los campos magnéticos y eléctricos no son invariantes
ante trasformaciones de Galileo.

. La vida media de un mesén 7t es de 7 = 107° segundos. Si las particulas césmicas los producen al
chocar con los elementos de la atmédsfera a una altura de 60 km. Dado que la velocidad promedio
con la que viajan es muy cercana a la velocidad de la luz, calcula el tiempo que les toma llegar a la
superficie de la Tierra, comparalo con su vida media y, con estos resultados, explica ;Cémo es que
se detectan en Tierra?



Capitulo 2

Relatividad especial

Uno de los conceptos mas importantes, tanto por su utilidad como por su profundidad, es el de ”; Respecto
a qué se mide (describe) un fenémeno fisico?”. En el 1éxico de la Fisica, a este algo respecto al cual se
mide se le llama Marco o Sistema de Referencia. Es por esta pregunta que surge la relatividad especial,
que a su vez dara paso a la relatividad general, la cual en cudntica ha generado no pocos dolores de cabeza.
Como todo concepto profundo, no es trivial dar su definicién, como tiempo, espacio, vida. Pero podemos
decir algo asi: Un sistema de referencia es inercial en una cierta region del espacio y del tiempo cuando,
en dicha region espacio-temporal y dentro de cierta exactitud, cualquier particula prueba no experimenta
ningun tipo de aceleracion.

Vemos entonces que este concepto es una idealizacién, una entelequia, no en un sentido peyorativo,
sino en un sentido aristotélico de ser un objeto perfecto, del mundo de las ideas de Platén, pues nos
habla de cosas ideales como la particula prueba, que es un objeto que no modifica al espacio-tiempo, sélo
lo siente, lo mide, el sistema inercial depende del tamano de la regién y de la exactitud que tengan los
instrumentos que se utilicen para realizar las mediciones. Puede parecer alarmante que la definicion de
un concepto medular sea asi, sin embargo, debe entenderse como una idealizacion no tan alejada de lo que
pasa en la realidad. Pensemos en una superficie arbitraria. Ahora bien, imaginemos que en cada punto
de dicha superficie, salvo algunos puntos patolégicos, podemos pegar un plano tangente. Si ademds es
cierto que la zona de la superficie en una vecindad de dicho punto sera parecida a la zona correspondiente
en el plano tangente, entonces la Tierra me la puedo imaginar plana en una regién alrededor mio y, no
sélo imaginarla sino utilizar una fisica en esta Tierra plana, que funciona, describe correctamente, hasta
cierta aproximacion, los fenémenos que suceden en ella.

En fin, una vez que se definen sistemas inerciales, es decir, el lugar donde se modelan los fenémenos,
uno se puede preguntar, qué pasa cuando se tienen dos sistemas inerciales, dos observadores inerciales
estudiando el mismo fenémeno. Esto lo hemos visto desde mecéanica clasica, donde lo que ve una persona
se puede traducir a lo que ve otra persona que se mueve con velocidad constante respecto a la primera.
Sabemos que un movimiento de caida libre para la primera persona se traduce en un tiro parabdlico para
la segunda, via las transformaciones galileanas:

T =7+ v t, (2.1)

con vrg la velocidad relativa entre los dos observadores. Entonces, derivando
cada observador es

, la velocidad que mide

v = U+ Vg, (2.2)

al volver a derivar obtenemos que la aceleracién que mide cada uno de ellos es igual,

d=a, (2.3)



por lo que la fuerza que calcula cada observador es la misma, es decir, ambos ven la misma segunda ley
de Newton. Otra manera de decirlo es que las leyes de Newton son invariantes bajo transformaciones
galileanas.

Como dichas leyes son la base para la fisica newtoniana, vemos que ella es invariante bajo transforma-
ciones galileanas. Asi, se tiene que lo que se concluya en un sistema de referencia inercial, es independiente
de su estado de movimiento respecto a otros sistemas inerciales. Las fuerzas medidas en tal sistema son
las mismas que se mediran en cualquier otro sistema inercial. Hasta este punto esta descripcion es con-
sistente, hasta que se postulan las leyes de Maxwell para el electromagnetismo, las ecs. de Maxwell no
son invariantes bajo transformaciones galileanas.

Figura 2.1: James Clerck Maxwell, 1831 - 1879.

En efecto, las ecuaciones de Maxwell

5. - re P x Bednic
\Y% E—EO, €0t E HOVXB—47T]Q7
V-B=0, L9, B+eV x E =0,

bajo una transformacién galileana, es decir, desde otro sistema de referencia, cambian su forma. Lo cual
si es preocupante, pues implica que la ecuaciones tienen esta forma sélo para un sistema de referencia,
jcual? y, al pasar a otro, jcambia entonces la fisica dependiendo de quién la vea? Esto claramente no
suena bien y la comunidad interesada si se preocupaba.

Por un lado, se postulaba el ether, no sélo como el medio en el cual se propagaban las ondas de luz,
sino donde las leyes de Maxwell eran validas y, por otro lado, se daba una intensa busqueda tedrica de
soluciones alternativas.

Se trataba de entender la idea central de las leyes de la Fisica desde los distintos sistemas de ref-
erencia. Trabajaban inténsamente varios cientificos, destacando Hendrik Antoon Lorentz, un cientifico
holandés nacido en Arnhem, Holanda y muerto también en Holanda en 1928. Era un cientifico de amplio
espectro. Buscé y encontrd unas transformaciones entre sistemas de referencia que dejaran invariante
a los fenomenos eléctricos y dpticos. Estaba muy consciente de la importancia fisica de este resultado.
Manteniendo una amplia comunicacién con Henri Poincaré.

Henri Poincaré era un gran cientifico francés, nacido en las vecindades de la ciudad ducal de Nancy, en
el departamento de Meurthe-et-Moselle, en Francia, en 1854, muere en 1912 en Paris. Fue un cientifico
muy prolijo, tanto en fisica como en matemdticas y trabajé muy activamente sobre el problema de
las transformaciones de coordenadas. Como mencionamos, mantenia un estrecho contacto con Lorentz,
enfatizando el sentido fisico de sus trabajos. Ya en 1898 trabajaba con la idea de que la constancia de
la velocidad de la luz debia tomarse como un postulado [?] y, conocia las transformaciones de Lorentz
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Figura 2.2: Hendrik Antoon Lorentz, 1853 - 1928.

[?]. Poincaré es el que le da nombre a muchos de los conceptos actuales, empezando por llamar teoria
de la relatividad a este nuevo conjunto de conceptos, asi como a las transformaciones entre sistemas de
referencia propuesta por Lorentz, él es el que las llama transformaciones de Lorentz.

Figura 2.3: Henri Poincaré, 1854 - 1912.

Pero es Albert Einstein, un joven estudiante suizo, nacido en Ulm, Alemania en 1879, y muerto en
1955 en Princeton, Estados Unidos, el que se decide a dar a la luz a esta nueva teoria en 1905. De
hecho, este 1905 fué un ano fantédstico para y Einstein, y para el desarrollo cientifico, pues publicé cinco
trabajos, dos de los cuales son la base para el desarrollo de la fisica moderna. En lo que se refiere su
trabajo sobre las transformaciones y la invarianza, en [?] enuncia el principio de relatividad, que tiene
dos postulados:

1. Todos los sistemas inerciales son equivalentes.
2. La velocidad de la luz es la misma en todos los sistemas inerciales.

De este modo, nace una teoria que va a ir mucho mas alla de sus metas originales: por supuesto que
deja covariantes a las ecuaciones de Maxwell; al tema del eter, no es que lo resuelva, sino que simplemente
lo vuelve innecesario. Pero maés alla de esto, nos habla de una nueva manera de concebir al mundo, por
ahora quitandole el cardcter absoluto a las distancias entre dos sucesos y al tiempo transcurrido entre
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Figura 2.4: Albert Einstein, 1879 - 1955, premio Nébel de Fisica 1921

ellos. De aqui surgird la relacién entre masa y energia, asi como un gran nimero de fenémenos no
intuitivos a la manera newtoniana de ver al mundo.

Es nuestra opinén que la teoria de la relatividad especial, ya estaba por ser descubierta. La comunidad
cientifica rondaba cerca de ella. El que la haya propuesto una persona en especifico es algo irrelevante,
en cuanto a que si no lo hacia uno, lo hubiera hecho otro. Sin restar el mérito e ingenio de Albert
Einstein, Lorentz y Poincaré, por mencionar a los mas cercanos, estaban también ahi y jugaron un papel
importante. Mencionamos este punto pues los autores estamos convencidos, en base a nuestra experiencia
académica que la ciencia avanza como resultado de un esfuerzo colectivo. La fisica no es el trabajo de un
solo hombre o mujer.

Vamos a ver que las transformaciones galileanas se generalizan, para cumplir con el principio de
relatividad, a las transformaciones de Lorentz y que si bien el tiempo y el espacio pierden su caracter
invariante, lo que va a ser invariante es un “mezcla” de los dos, una combinacién que es el espacio-
tiempo.

En términos mitolégicos, para los griegos seria el hijo de Cronos, dios del tiempo y tal vez de la musa
Urania. Interesante que las culturas mesoamericanas tenian ya un dios de la dualidad, los aztecas lo

Figura 2.5: Cronos y Urania.

conocan como Ometéotl, el que se inventa a s mismo, Moyocoyani. Es un concepto atin polémico en
nuestra cultura, pero su existencia la sostienen cientificos como Ledn Portilla, Caso y Lopez Austin [?].
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En lo que atanie a nosotros, hay evidencia de que los mesoamericanos tenian este concepto de una entidad
que se manifiesta de diferentes formas, pero que es una sola; concepto que, junto a mucha cosas, fue
perdido durante la invacién y ocupacion espanola y que ahora se retoma.

Figura 2.6: Quetzalcdatl (su nombre es ya una unién de opuestos), dios del viento, nimen creador, sefior
de la vida. Con Mictlantecuhtli, dios de la muerte, formando una unidad, posiblemente representando a
Ometéotl. Lamina 73 del cédice Borgia.

La idea de unir al tiempo y al espacio, utiliza la nocién de invariancia de la velocidad de la luz, al
ser una constante fundamental de la naturaleza podemos medir al tiempo en centimetros considerando
t = cx, con c la velocidad de la luz.

Asi, para combinar el tiempo y al espacio podemos sumar, intervalos de tiempo, c2dt? con distancias
dl? = dx? + dy? + dz?. Como veremos més adelante asi se forma el concepto fructifero de elemento de
linea, ds?, en el espacio-tiempo (en coordenadas cartesianas):

ds®* = —dt* + dz? + dy? + d2*. (2.4)

La cuestién de los signos es convencién, igualmente podriamos considerar ds? = dt? — dz? — dy? — dz2,
sin olvidar que una vez que se elige una convencién hay que seguirla, no podemos cambiarla a mitad del
camino. Regresando al elemento de Inea, Minkowski dijo al respecto ... Por ello, el espacio por si mismo
y el tiempo por st mismo, quedan condenados a desaparecer como meras sombras. Solo una especie de
unidn de los dos mantendrd una realidad independiente. [?]. Hermann Minkowski, nacido en Aleksota,
reino de Polonia, en 1864 y muerto en Gotingen, Imperio Alemén, en 1909, fue maestro de Albert Einstein
y es el que plantea la descripciéon geométrica de la teoria de la Relatividad Especial como una teoria en
el espacio-tiempo cuatridimensional como la conocemos ahora [?].
Ahora introducimos la notacién de indices que usaremos durante el curso. El elemento de linea,
Ec. , lo reescribiremos como:
ds® = ny, da* dz”. (2.5)

Los indices griegos van de 0 a 3, 0 es la coordenada temporal, (mientras que los indices latinos van de
1 a 3 y estan asociados a las coordenadas espaciales). Hemos definido también a la métrica o tensor de
Minkowski 7,, cuyas componentes en coordenadas cartesianas son,

100 0
o 100
=10 01 0

0 00 1
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Figura 2.7: Hermann Minkowski, 1864 - 1909. El tiempo pierde su caracter absoluto.

y la diferencial dz* = (cdt,dz,dy,dz) asi como la convencion de suma de Einstein que nos dice que
indices repetidos arriba y abajo se suman. En efecto, partiendo del elemento de linea dado en la ec. (2.5)),
sumamos primero sobre el indice u, de cero a cuatro y despueés sobre el indice v, queddndonos una suma
con 16 términos que, al usar la forma del tensor de Minkowski y de la diferencial, se recupera la expresién
ec. (2.4).

Es esta unién, esta nueva distancia ds? la que sera invariante bajo transformaciones de Lorentz y, en
general, bajo transformaciones de coordenadas.
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Ejercicios 2

1. Sobre las curiosidades de la luz. El principio de la Relatividad Especial nos indica que la luz viaja
a la misma velocidad en todos los sistemas de referencia. Las implicaciones de esto son enormes.
Considera las siguientes preguntas:

e Un observador moviéndose, con respecto a otro observador en reposo, a 0.9 ¢ y sosteniendo un
espejo frente a él, ;Cémo ve su imagen?

e Si para un observador ha transcurrido un tiempo At, ;Cudnto tiempo ha transcurrido para
un fotén en su sistema de referencia?

2. Un observador nota que el reloj de otro observador moviéndose relativo a €él, funciona lento debido
al movimiento relativo, ;Verd, a su vez, el segundo observador que el reloj del primero también
funciona lento? o jvera que funciona rapido?

3. ¢Significa la dilatacion del tiempo que el tiempo en realidad pasa més lentamente en sistemas en
movimiento relativo? é jsélo parece que pasa mas lento?

4. Dos eventos ocurren en el mismo lugar en el sistema de referencia del laboratorio y estan separados
por un intervalo de tiempo de 3 segundos.

e ; Cuadl es la distancia espacial entre éstos dos eventos en un sistema de referencia de un cohete
en el que los eventos estan separados 5 segundos?

e ;Cudl es la velocidad relativa v, entre el cohete y el laboratorio?

5. Efecto de enfoque. Un haz de luz se emite formando un dngulo ¢’ con respecto al eje ' del
sistema de referencia del cohete. Muestra que el dngulo que tiene la direccién de este haz con
respecto al eje = del sistema de referencia del laboratorio esta dado por la ecuacion:

cos ¢' + 8

T4Boosd’ 26)

cos ¢ =
con = =< Ahora considera que se emite la luz se emite uniformemente en todas direcciones.
Considera que el 50% de esta luz se va en la direccién hacia adelante en el sistema del cohete y que
el cohete se mueve muy rapido. Muestra que en le sistema de laboratorio esta luz se concentra en
un cono delgado hacia adelante cuyo eje coincide con la direccién de movimiento del cohete.

6. El eje temporal de un observador O’ son los puntos que satisfacen 2’ = 0 y su linea de mundo se ve
en el diagrama de espacio tiempo de O como una recta que hace un angulo « con el eje ¢, ademas,
estd relacionado con la velocidad relativa v como: tana = v. Mostrar que el angulo que hace el eje
z’ con el eje x es también a.
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Capitulo 3
Diagramas de espacio-tiempo

Para ayudarnos a entender este nuevo concepto de espacio-tiempo, como siempre, ayuda tener una rep-
resentacion gréafica. En particular, aquellas que contienen informacién util.

Los vectores en el espacio tiempo de Minkowski estan dados por sus componentes con respecto a un
sistema coordenado y se denotan por x*. A los puntos del espacio tiempo de Minkowski los llamamos
eventos. Las coordenadas de un evento (ct,z,y,z), algunas veces se escribirdn genéricamente como
(2%, 21,22, 2%) o % Como mencionamos, utilizaremos que los fndices griegos toman valores de 0 a 3 y
que los indices latinos toman valores de 1 a 3. La curva que describe un cuerpo A al moverse en este
diagrama, se le conoce como linea mundo.

Veamos inicialmente cémo se relacionan los diagramas de espacio tiempo de dos observadores moviéndose
a velocidad ¥, constante, uno respecto del otro, es decir, dos observadores inerciales. Por simplicidad (e
incapacidad de hacer dibujos en 4 dimensiones) tomamos un espacio tiempo de 2 dimensiones, la tempo-
ral y una espacial, que llamamos x. Consideramos que el observador O utiliza coordenadas (ct,x) y el
observador O’, que se mueve en con velocidad v relativa a O, utiliza coordenadas (ct’, z’). Supongamos
también que el origen de coordenadas es el mismo para ambos inicialmente.

Considerando que uno de los postulados principales de la relatividad especial es el que la velocidad de
la luz es un invariante para los sistemas coordenados, sacrificaremos la idea de dibujar ambos sistemas
de referencia con ejes coordenados perpendiculares. Primero dejemos al sistema O con sus ejes perpen-
diculares, dado que la velocidad de un cuerpo es la pendiente de la recta, en nuestras coordenadas, con
ct y x, una recta con pendiente uno, es decir, a 45 grados, implicard una velocidad de ¢, es decir, la de
luz. Esto es importante, en los diagramas espacio-tiempo las rectas a 45 grados representan
puntos moviéndose a la velocidad de la luz. Un detalle. Es costumbre en relatividad especial, hacer
estos diagramas poniendo al eje temporal en las ordenadas, a diferencia de como se usa ponerlo en otras
disciplinas, como en mecanica. Esta es otra convencién y es usual en relatividad, por lo que la respetamos
en este texto. De este modo, un cuerpo moviéndose a velocidad v, serd descrito en estos diagramas con
una recta con pendiente m = c/vm.

Entonces, para dibujar al sistema O’ junto con el O, consideramos que los origenes coinciden inicial-
mente. El origen de O’ que serd el conjunto de puntos que satisfacen, en O’, que 2’ = 0, se movera,
desde el punto de vista de O, como una recta con pendiente m = ¢/v, dado que consideramos que v < ¢,
esta recta estara dentro del cono determinado por la recta a 45 grados y el eje ct. De este modo, el eje
ct’, visto desde O, queda descrito por la rect ¢t = (¢/v)x y son los puntos que satisfacen, en O’, que
2’ = 0. Dibujamos entonces una recta asi y, para dibujar al eje z’, que corresponde a todos los puntos
que en O’ estdn en el instante c¢t’ = 0, recordamos que este observador O’ también ve a la velocidad
de la luz como la recta con pendiente 1. Por ello, dejando la idea de perpendicularidad en el diagrama,
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dibujamos a la recta complemento de la que representa al eje ct’ tal que la velocidad de la luz también
bisecte a las rectas ct’ y 2/, es decir, el eje 2’ es, para el eje x, el equivalente de lo que es el eje ct’ para

el eje ct. Ver figura (3.2).

Asi tenemos a los dos sistemas de observadores, O y O’ en relatividad especial, con ambos describiendo
a la velocidad de la luz con la misma magnitud, c. Como vimos, el eje 2’ son todos los momentos que O’
mide simultaneamente.

Para obtener una ecuacién para el eje x’ visto desde O, equivalente a la que obtuvimos para el eje ct’,
usamos el siguiente razonamiento. Ya vimos que la pendiente del eje ct’, visto como recta en O es ¢/v,,
es decir, tan a = ¢/v,, con « el dngulo que hace el eje ct’ con la horizontal, con el eje z, entonces, el eje
ct’ hace un dngulo a. con el eje vertical, ct, donde a. es el dngulo complementario de c. Ahora, como
el eje de luz bisecta tanto al sistema de ejes ¢t — z, como al sistema ct’ — 2/, sea 7 el dngulo que hace el
eje ct’ con el eje de luz, entonces, hay un dngulo v entre el eje de luz y el eje 2/, por lo que, a + v debe
ser igual a v + o, donde o es el eje que hace el eje 2’ con la horizontal, el eje . Por lo tanto, o = «, por
lo que la pendiente del eje 2’ visto desde O es my; = tan a = 1/tan a. = v, /c. Con lo que conlcuimos
que el eje 2’ visto desde O estd descrito por la ecuacién ct = v, /cx, que son el conjunto de puntos, en
O’ que satisfacen ct’ = 0.

Otra manera de convencernos de que el eje que dibujamos para que la velocidad de la luz bisecte al
sistema (ct’, 2'), podemos marcar estos eventos en el diagrama de espacio tiempo de la siguiente manera.

Para cualquier sistema, O o O’, supongamos que a c¢t’ = —a se manda un rayo de luz. Este rayo tendrd
como ecuacion, visto en O, de ¢t = —x + a (cos « — sena). El rayo llegard al punto = a en c¢t’ = 0. Si
el rayo es reflejado para llegar al eje temporal, llegard en ct’ = a.

Si ahora dibujamos la trayectoria desde O y marcamos el rayo desde que sale en ¢ = —a y un rayo que
entra en ¢’ = a, con ecuaci’on ¢t = —x + a (cos @ + senc) el punto de interseccién es el punto, visto desde

O, I = a (sena, cos a)y, visto desde O’ es 2’ = a.

)

ct

Figura 3.1: Diagrama espacio-tiempo de dos sistemas de referencia inerciales uno respecto del otro, para
los cuales la velocidad de la luz, linea a trazos, tiene la misma magnitud en ambos, es decir, satisface el
principio de relatividad especial. Nétese cémo la luz bisecta a ambos sistemas de referencia.
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Tenemos entonces, dos puntos que definirdn al eje z’, visto desde O, el origen e I, '’ =0y 2’ = a
y asi podemos trazar la recta y ver que, en efecto es el eje que dibujamos. Podemos mostrar entonces
que este eje de 2’ visto desde O tiene como ecuacién ¢t = (acosa)/(asena) = (1/tana)x/c = (v/c)x y
corresponde a los puntos con ¢’ = 0.

La recta que describe a la luz forma un abanico hacia arriba y hacia abajo, con origen en O. Si
dibujamos otro eje espacial, los argumentos se pueden repetir y nuestro abanico se convierte en un cono.
Este cono se conoce como el cono de luz y va a ser una frontera muy importante para la fisica, como
discutiremos mas adelante. Todos las curvas que desde el origen estan dentro del cono de luz, corresponden
a eventos moviéndose a velocidades menores a la de la luz, se les llama eventos tipo tiempo y, para el
elemento de linea Ec. , tenemos que ds? < 0. Todos los eventos sobre el cono de luz, se conocen,
claro, como eventos tipo luz y su elemento de linea correspondiente es ds?> = 0. Los eventos que son
curvas del origen bajo el cono corresponden a cuerpos moviéndose a velocidades mayores a la de la luz,
se les llama eventos tipo espacio y el elemento de linea para ellos es d s2 > 1.

Vemos entonces que, en el espacio tiempo, las distancias no tienen por qué ser positivas definidas,
como en la geometria euclideana. Este tipo de geometrias se les llama geometria lorentziana o pseudo-
riemanniana. Las distancias entre dos eventos pueden ser cero sin que eso implique que son el mismo
evento, de hecho, como vimos, son todos los puntos sobre el cono de luz.

Hipérbola invariante

Una vez que se conoce como estan relacionados ambos marcos de referencia es necesario calibrarlos uno
con respecto a otro, para ello consideremos la ecuacién

— Pt 2% = —d?, (3.1)

cuya grafica, en el plano ¢ — x, es una hipérbola, esta hipérbola pasa sobre todos los eventos cuyo intervalo
al origen es a, pero debido a la invarianza del intervalo, estos eventos también estan sobre la curva

— 2?4 2? = —d?, (3.2)

Para fijar ideas, tomemos a = 1, luego entonces, un evento A sobre el eje ¢t tiene x = 0 asi que ct = 1 de
igual manera, el evento B, que pertenece a la hipérbola tal que ' = 0 tiene c¢t’ = 1, con este procedimiento
podemos calibrar el eje ct’. Para calibrar el eje 2’ utilizamos el mismo procedimiento pero utilizando la
familia de hipérbolas

— 2?42 = (3.3)

ct =0, z = b para un evento C, y el evento D, ct’ = 0 satisface 2’ = b

Simultaneidad

En la figura se muestran los diagramas de espacio-tiempo de dos observadores inerciales O y O’ en
movimiento relativo. En la figura estan marcados dos eventos, A y B. Para encontrar el instante en que
ocurren los eventos para O se deben proyectar los puntos A y B sobre el eje ¢t en forma paralela al eje
x. Para los sucesos mostrados en la figura, se encuentra que ambos sucesos ocurren en el mismo instante
para O. De la misma manera para encontrar el instante en que ocurren los eventos para O’ se deben
proyectar los eventos sobre el eje ct’ paralelamente al eje =/, para los sucesos en la figura se encuentra
que los eventos no ocurren de manera simultdnea para O’, el evento B. ocurre antes que el evento A. Asi
hemos mostrado que el concepto de simultaneidad no es absoluto como ocurre en la mecéanica newtoniana
sino que depende del observador.

Es importante recalcar que los tiempos ctap y ct;‘ y ctjg, son los instantes en que, para un tiempo
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universal del sistema, ocurren los sucesos para los dos observadores; no son los tiempos en que los obser-
vadores ven los sucesos. Es posible encontrar los tiempos en los que los observadores ven los eventos.

Supongamos que los dos eventos consisten en destellos de luz que son emitidos en direccién de los
observadores situados en = 0. En la figura se han graficado los mismos sucesos A y B con los
rayos de luz que son emitidos en direciéon de los observadores, los instantes que los observadores ven, la
luz emanada de A y B, se denotan por ct’4, ct'p, ct’ 4 ,ct’p respectivamente. A pesar de que los
dos sucesos ocurren simultdaneamente para O, él registra el suceso A antes que el B, esto se debe a que el
suceso A ocurre mas cerca de O.

También el observador O’ registra el evento A antes que el evento B, la explicacion es la misma que
el caso anterior, el evento A ocurre mas cerca de O’ que el evento B.

0
OI
ct
ct'
/"
/” -
/” ’/’
t L_-_ __.:::_.]?::___
AB P ’,’
IA”/
- 1
' X
t
B
X

Figura 3.2: Aunque dos eventos sean simultaneos en un sistema de referencia pueden no serlo para otro
sistema.

Causalidad

Para que dos eventos estén causalmente conectados algo debe propagarse desde el evento causa al evento
efecto, en la figura se muestra el diagrama de espacio-tiempo para dos observadores inerciales y dos
eventos A y B jPueden estos dos eventos estar causalmente conectados? es decir jpodria ser A el efecto
de B o viceversa? la respuesta es no como se concluye de la figura, para O el evento A ocurre antes que
el evento B, mientras que para O’ el evento A ocurre después que el evento B. Si por ejemplo, A fuese el
evento de un jugador lanzando una pelota y B el evento de otro jugador recibiendo la pelota, para O no
habria problemas de interpretacion, se habria atrapado la pelota antes de haber sido lanzada. Pero, para
O’, iprimero se atrapa la pelota y después es lanzada! Los eventos A y B de la figura no pueden estar
por tanto, causalmente conectados.

Como veremos mas adelante, esto se relaciona con el hecho de que ninguin cuerpo masivo puede viajar
a la velocidad de la luz, su velocidad siempre es menor. Los cuerpos no masivos viajan a la velocidad
de la luz. Asi mismo, el cardcter tipo espacio, luz o tiempo de un par de eventos se mantiene para todo
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Figura 3.3: Es posible registrar como los observadores ven los eventos.

Figura 3.4: Los eventos A y B no pueden estar causalmente conectados. Para el observador O el evento
A ocurre primero que B. Sin embargo para el observador O’ Es el evento B el que ocurre primero.
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sistema de referencia inercial, por lo que, si es tipo tiempo desde un sistema de referencia, lo serd en
cualquier otro sistema de referencia inercial. Por ello, los eventos fuera del cono de luz estan causalmente
desconectados, para todo sistema de referencia. Entonces, nada puede viajar a velocidades mayores a las
de la luz. Si algo lo hiciera, violaria causalidad.

3.1 Transformaciones de Lorentz

Las transformaciones de Lorentz son cambios de coordenadas que expresan las coordenadas de O’ en
términos de las de O. Si orientamos los ejes de tal modo que O’ se mueva con velocidad v sobre el eje
positivo de O la transformacién lineal mas general es de la forma:

ct' =kyct+ky z, (3.4)
¥ =koct+ ks, (3.5)
y =y (3.6)
2=z (3.7)

con k,, constantes por determinar. Sabemos ademas que el eje =’ tiene como ecuacién en O, ct = (v/c)x
y el gje ct’: ¢t = (¢/v) x y sustituyendo en (3.4]) y (3.5)

(ko % n k:1> x =0, (3.8)
(/ﬂg g + k3> z=0, (3.9)
lo que implica que v/c = —% = —Z—;, por lo que podemos escribir las transformaciones lineales como:
ct' = ko(ct— Zm), (3.10)
o = ky(z— %ct). (3.11)

Ahora, usamos que la velocidad de la luz tiene la misma magnitud para los dos observadores, es decir,
/
- = 77 =1, por lo que, al dividir ec. entre ec. , obtenemos que ko = k3.
Finalmente, otra informacion de la que dlsponemos, de hecho, que imponemos, es la invarianza del

intervalo. Si sustituimos la forma diferencial de las transformaciones (3.10) y (3.11)) en ds’? obtenemos:

2 2
ds'? = =2 dt”? + da’? = ky* (—02 dt> + 2vdtdx — (%) dz? + dz? — 2vdtdr + (%) 2 dt2> ,

2
k(1= ) (= df* + da?),

al imponer que esta expresién sea igual a ds?, obtenemos que el coeficiente ko debe tener la forma:

ko = 4 (3.12)

b
_ v
C2

que nos conducen finalmente a la forma que deben tener las transformaciones entre sistemas de referencia
para, tanto tener la misma magnitud de la velocidad de la luz en ambos sistemas, como para dejar invari-
ante al elemento de linea, son las llamadas transformaciones de Lorentz para dos sistemas de referencia
0, O’, con O’ moviéndose a velocidad v en la direccién x:

c

1
ct = —— (ct—gx), (3.13)
U2

c2
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1
. (:c - Ect) : (3.14)
v2 C

3.1.1 Composicién de velocidades

Veamos ahora esta idea de que la velocidad de la luz es la misma para los diferentes sistemas, relacionados
por medio de una transformacién de Lorentz. Para ello, veamos la manera en la que se suman velocidades.
Consideremos una particula que se mueve a velocidad w en la direccién x medida por observadores en
!’
0, es decir w = %, vista desde O. En O’ su velocidad serd w’ = Ccllf, ,
serfa la suma de w, la velocidad que tiene la partéula vista desde O, menos la velocidad con la que O’ ve

a O moverse, v. Utilizando las transformaciones de Lorentz (3.13) y (3.14), tenemos que

que, desde la perspectiva galileana,

w o do
c  cdt
2
B (dz — 2 cdt) -5
- )
(cdt — L dz)/\/1- %
dr v
_ cdt c
- _ v dz >’
c cdt
con lo que finalmente obtenemos
w_ 2oz
— =t < (3.15)
DA

Esta relacién se conoce como la ley de composicién de velocidades de Einstein. Como era de esperarse, no
es la composicion de velocidades galileana, ec.7 sino que es algo mas complicado, pero que, cuando
las velocidades son pequnas respecto a la de la luz, se debe reducir al caso galileano. Recordemos, al
decir que algo es chico, es importante aclarar respecto a qué. En la ecuaciéon anterior podemos ver el caso
en el que v y w son pequenas respecto a la velocidad de la luz, por lo que v/ec << 1y w/ec << 1, con lo
que, vw /c? << 1 con mayor razén, por lo que podemos considerar al denominador igual a uno y, aqui
v,w y w’ son del orden, no se desprecia nada, pero, multiplicando por ¢, recuperamos la Composici”on
galileana, para la suma de velocidades entre dos observadores, con velocidad relativa —wv.

Es interesante el caso en el que lo que se mueve sea un rayo de luz. Para O se tiene que w = ¢, que,
en las ecuacién que derivamos, ec. implica

w1 -=

— =1 (3.16)

Qle

Qle

es decir, w’ = ¢ también. Si un cuerpo se mueve a la velocidad de la luz en un sistema, se mover a la
velocidad de la luz en otro inercial a él.

Vemos de este modo que se satisface uno de los postulados de la relatividad especial, que la luz se
mueve a la misma velocidad en todos los sistemas de referencia inerciales.

Al revés, si por otra parte se tiene w’ = ¢ por lo cual w/c —v/c =1—vw/c?y

= 0,

00 <



que implica que = w = c el cuerpo se mueve a la velocidad de la luz en O, (o que la velocidad relativa entre
los sistemas es la de la luz, pero esto podria traer complicaciones, lo dejamos con la primera conclusién).

3.1.2 Parametro de velocidad

En geometria euclidea, el cambio de coordenadas corespondiente a una rotacion en el plano alrededor de
un eje, deja invariantes las distancias medidas entre dos puntos, en dos dimensiones, una rotaciéon de los
ejes coordenados x — y estd dada por transformaciones de tipo:
z' = x cos¢ + ysing

Yy = —xsing + y cose
que dejan invariante el elemento de linea: dx? + dy? = da’? + dy'2.
Para el espacio de Minkowski las transformaciones que dejan invariante el elemento de linea son las de
Lorentz que estudiamos en secciones anteriores, vamos a ver que existe una analogia que hace que las

transformaciones de Lorentz se vean como rotaciones en ese espacio, para ello consideremos las transfor-
maciones siguientes y estudiemos su relacion con las de Lorentz:

2’ = x coshf + tsinhf (3.17)

ct’ = —xsinhf + ct coshd (3.18)

que es facil mostrar que satisfacen dz? — ¢? dt? = da'? — 2 dt'?.
6 tiene una interpretacién muy sencilla, el origen de O’ tiene ' = 0 que implica en (3.17)) que

L — tanho, (3.19)
ct

pero desde el punto de vista de O, el cociente = es precisamente la velocidad v/c del sistema O’ entonces

% = tanho), (3.20)
y se desprende que:
v
sinhf = —&—, (3.21)
1— 22
62
y v
coshf) = ———— (3.22)
1— v

y sustituyendo en (3.17)) y (3.18) se llega a las transformaciones de Lorentz (3.13)) y (3.14). Consideremos

la composicion de velocidades estudiada en la seccién anterior con un ejemplo sencillo: una particula con
pardmetro de velocidad 6; relativa al sistema O’ que se mueve con velocidad v (y pardmetro de velocidad
62) con respecto al sistema de laboratorio O entonces el pardmetro de velocidad medido por O es

0 =01+ 0, (323)

ya que

tanhd = tanh(6; + 62),
tanhf; + tanh6,
1+ tanh91 tanh92 ’
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Que es la composicién de velocidades de Einstein, por éste motivo el pardmetro de velocidad 6 es la
manera mas natural de medir velocidades asi como un angulo es la manera natural de medir inclinacién
(v no las pendientes!).

El parecido entre la forma funcional de rotaciones y transformaciones de Lorentz no es una coincidencia,
de hecho, una transformacién de Lorentz general se define como una tranformacion lineal y homogénea de
coordenadas de x* a x'* tal que preserva el intervalo entre x* vy el origen dado por 2 = N’ x” = x2 12,
Esto significa que la matriz A% debe satisfacer

UWA,‘;AZ = Tpo- (324)

Este conjunto de transformaciones incluyen las rotaciones espaciales ordinarias. Para hacerlo evidente
hay que tomar AJ =1, A’ =0y Aj» = R; donde R es una matriz de rotacién ortogonal.
El conjunto de transformaciones de Lorentz forma un grupo: el producto de cualquiera dos transforma-
ciones de Lorentz es otra transformacion de Lorentz, el producto es asociativo, hay una matriz identidad
Al = §F y cualquier transformacion de Lorentz tiene inversa. Para encontrar la inversa escribimos
como A, ,AY y subimos el indice p en ambos lados para obtener AZAY = 62 por lo tanto

(A™1)P = AP, (3.25)

3.1.3 Contraccion de Lorentz

Medir la longitud de una barra por ejemplo, es medir la distancia entre sus dos extremos en el mismo
instante de tiempo, si la barra se mueve, la posicién de los extremos debe determinarse simultdneamente
para que la medicién tenga sentido.

Si en un sistema de referencia se determina la posicién de los extremos de la barra en el mismo tiempo,
estas mediciones no ocurren simultaneamente en otro sistema de referencia que se mueve con respecto
al primero. El que la simultaneidad no sea un invariante se puede ver facilmete en un diagrama de
espacio-tiempo. Este es el punto medular de todos los problemas que parecen paraddjicos.

Por definicién, la distancia entre dos puntos debe medirse simultdneamente y, a pesar de que este
concepto depende del observador, podemos definir la longitud propia como la longitud de un objeto
medida en el marco de referencia en el cual estd en reposo. Si la barra esta en reposo en O’ y las
coordenadas de los extremos son x) y z, entonces la longitud propia de la barra es Ly = x4, — 2}. En
el sistema que se mueve a lo largo del eje  con velocidad v respecto a O’ se obtendra, a partir de las
transformaciones de Lorentz, ec. para cada punto

, 1 v
x1:7<x1—|—70t1),
v2 c
Vi ez
, 1 v
x2=7(x2—|—fct2).
c

_ v2
02

Pero, en O la medicién se realiza simultaneamente, por lo que ct; = cty, por lo que la longitud de la
barra en O, que es la distancia entre los puntos de la barra x; y x2 medida, es decir L = x5 — x1. Se
tiene por lo tanto, despejando a las x:

U2 / /
L=xy—121 = 1—67($2_$1)7
2
L = \/1-SL
C
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Que nos expresa que un cuerpo se ve contraido, més chico, al ser medido en un sitema de referencia que
se mueve respecto de él. Es la férmula conocida como contraccién de longitudes de Lorentz.

Notese que es en la direccién donde esta el movimiento. Las otras direcciones perpendiculares no
sufren este efecto.

o
ct
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’ ’
cty N ’
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S A ;B
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Figura 3.5: x.
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Figura 3.6: x.

3.1.4 Tiempo propio

Ya que definimos a la distancia propia, podemos mencionar al tiempo propio. Este es el tiempo que mide
un observador, en reposo consigo mismo, es su tiempo. Por lo que el elemento de linea, ec. con
dl?> = 0, la parte espacial se anula, el observador estd en su origen, se tiene entonces ds? = —c?dt?, lo
que nos da base para definir al tiempo propio, 7:

dr? = —ds® = P dt* — da® — dy?® — d2°. (3.26)

la signatura se refiere al tiempo, no al intervalo y es tiempo que, para el observador en su propio sistema
de referencia, coincide con su propio tiempo.

3.1.5 Dilatacion temporal

Para este observador en reposo consigo mismo, que no se mueve, el tiene y esta en su origen y ve, como
John Lennon, pasar el tiempo, puede medir cuanto tiempo pasé desde que empezo6 a medir. Es decir, su
tiempo inical es c¢t’ = 0 y pasaron tantos metros, ct’. Para un sistema de referencia que lo ve moverse,
veamos cuanto tiempo pasé. De nuevo, usamos las transformaciones de Lorentz, considerando que, para
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el sistema de John, O’ él no se estd desplazando en el espacio, sélo pasé el tiempo, por lo que 2’ = 0,
usamos la transformacién inversa (que se obtiene al sustituir, v — —v)

.

ero, como z' = 0, tenemos que el tiempo que mide el observador que ve moverse a John es
) b

ct= ct' + %x') , (3.27)

!
PP (3.28)

)
_v2
C2

que, al estar dividido por una cantidad menor a uno, es mayor a t’, el ve pasar un intervalo de tiempo

mayor que el que mide. John, para el observador, se queda viendo al tiempo pasar un intervalo mayor.
Finalmente, mencionamos que todos los eventos que estan separados tipo luz de un evento particular

A estan sobre un cono cuyo vértice es A, este es el cono de luz de A y todos los eventos dentro del cono

de luz son alcanzables para A y los que estan afuera no, estos tltimos estdn causalmente desconectados.
Las transformaciones de Lorentz preservan la causalidad, para eventos tipo tiempo y tipo luz.

3.1.6 Ejercicio

A peticién de 1@s alum@s y para fijar ideas, veamos un par de ejercicios. Tomados del [?], 52 y 53.

La regla inclinada

Consideremos una regla de un metro paralela al eje  y que se mueve en la direccién y con velocidad v,.
En el sistema primado, que se mueve a velocidad v, en la direccién z (y z'), respecto del no primado, la
regla se ve inclinada hacia arriba, en la direccién positiva de las x’. Explicar porqué pasa esto, primero
sin ecuaciones y después calculando el dngulo 6’ al que la regla est4 inclinada respecto al eje z’.

Esto tiene que ver con la idea de simultaneidad y su no invariancia para los diferentes sistemas de
referencia. Consideramos que el tiempo inicial sea el mismo en ambos, cty = ct{, = 0y que, a ese tiempo,
los origenes coinciden con el centro de la regla. Ahora, con el dibujo del espacio tiempo, tengo el sistema
con los ejes (ct, x), la regla estd sobre el eje x, con todos los puntos a ¢t = 0. Al ver a la regla desde el
sistema (ct’,y’), vemos que ya no todos los puntos estdn a ct’ = 0, més bien, sélo el origen. Al trazar
rectas paralelas a z’ desde los puntos de la regla, vemos que las rectas de la parte derecha de la regla
intersectan al eje ct’ en su zona negativa. Esto quiere decir que, para el sistema O’, ya pasaron por el
tiempo c¢t’ = 0. El punto medio est4 curzdndolo y los puntos de la izquierda ain no lo cruzan. Por ello,
para el observador en O’ la regla estda avanzando inclinadamente, con la parte dereche hacia adelante.

Dando valores, el extremo derecho de la regla, D, tiene coordenadas, en O, (0,1/2). En el sistema
O’, con las transformaciones de Lorentz, vemos que las coordenadas de D son (¢t = —uv,/2¢,2’ =
1/2)//1 = (v, /c)?. Para determinar la posicién del extremo D no a este tiempo ct’ negativo, sino al
tiempo c¢t’ = 0, donde sabemos que el centro de la regla estd en ' = 0, hay que determinar su velocidad.

En O su velocidad es (0,v,). Por la composiciéon de velocidades, ec. , en O’ su velocidad
en la direccién x es vl = —v,, la relativa entre ambos. Para ver a la velocidad en la direccién y, es
interesante notar que, si bien y' = y, v;/c = dy'/(cdl’), la y no cambia, jpero el tiempo si!, entonces
vy, = dy'/(cdt') = \/1 — (v:/c)*dy/(cdt), pues dx es cero. De donde obtenemos que la velocidad en la

direccién 3’ es entonces
vy = /1= (vz/c)? vy, (3.29)

la velocidad en y, cambia, a pesar de ser direccién perpendicular, pues el tiempo cambia.
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De este modo, el punto D de la regla estard, partiendo de que a c¢t’ = 0, un tiempo ct’ = (vy/2¢,)/+/1 — (vy/c)?
después en ' = v, t' = /1 — (va/¢)2 vy (v:/2¢,)/\/1 = (v2/€)? = v, v,/ (2¢%). Y, &' serd o’ = x( + v, 1/,
es decir, 2’/ = £ /1 — (vy/c)?.

Con lo que podemos determinar que el &ngulo que hace la regla respecto al eje x’, es decir, la inclinacién
que tiene en el sistema O es 6’ con

/
tan @/ =L = % (3.30)

Claramente se ve que deben ir a velocidades relativista, tanto la velocidad entre los sistemas de referencia
y (0) la regla para que esta inclinacién sea perceptible. Sin embargo, es importante, es algo que pasa,
chiquito o no, pero ocurre y es un fenémeno netamente relativista. De hecho, la inclinacién del momento
de espin del electrén al estar en 6rbita alrrededor de un nicleo, cambia su orientacién y esto se puede
medir y explicar con la descripciéon del cambio en la inclinaciéon para distintos sistemas de referencia
inerciales. Esto se conoce como la precesién de Thomas (ver ejercicio 103 del [?]).

Y, ahora si, ya quedamos listos para ver el famoso problema de la varilla y el plano con hoyo. La
idea es que van una varilla y un plano con hoyo moviéndose con velocidad constante. En su sistema de
referencia tanto la varilla como el didmetro del hoyo miden exdctamente igual, digamos un metro para
fijar ideas. La cosa es que la varilla se mueve en direccion perpendicular al la direcci’on en la que se
mueve el plano con hoyo y, se ajusatn las cosas de modo tal que ambas llegan al mismo tiempo a un
punto. Desde un sistema de referencia, el del plano con hoy, la varilla tiene una contracciéon de Lorentz,
por lo que pasara limpiamente, sin embargo, desde el sistema de la varilla, lo que se contrae es el hoyo,
por lo que no pasa y habra una colision. Esto si es un problema, pues ambos sistemas de referencia son
equivalente, por lo que no puede pasar una cosa en un sistema y otra muy distinta en el otro. Este tipo
de problemas se les dice paradojas, pero mas que paraddjicos son malas interpretaciones de la relatividad.
En fin, este es el famoso problema de la varilla y el plano con hoy y la pregunta es, jchocan o no?

Usando el problema anterior, vemos que ya se tien la respuesta: no chocan. En efecto, hay contraccién
pero, muy importante, el plano estara inclinado para la varilla, por lo que, por mas que se contraiga,
la varilla pasa y tampoco hay colisién es este sistema de referencia. Basta ver al plano con hoyo, como
el sistema O, siendo la regla ahora el didmetro del hoyo y lo ajustamos en la direcciéon x. El sistema
0’ queda ahora representado por la varilla, con una velocidad relativa a O, dada por v,. El plano se
mueve en la direccién y, en O. Vemos que el problema queda perfectametne analogo al anterior, queda
para el lector, de tarea, describir y mostrar que para la varilla, el plano se inclina. Finalmente, uno
se puede preguntar, pero si la velocidad no es relativista, la inclinacién es despreciable, por lo que jsi
chocarfa! Claramente es incorrecto, pues si la inclinacién es despreciable, jtambién lo serd la contraccién
de Lorentz! No hay colisién.
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Ejercicios 3

Orden temporal

El evento A, ocurre antes que el evento B. Muestra que el orden temporal de dos eventos en el
sistema de referencia del laboratorio es el mismo que en el del sistema en movimiento si y solo si
los eventos tienen una separacion tipo luz o tipo tiempo.

. Una sucesion...

Un carro de juguete rueda sobre una mesa con velocidad v, un carro mas chico rueda sobre el
primero en la misma direccion con la misma velocidad v relativa al primero, un tercer carro rueda
sobre el segundo en la misma direccién con velocidad relativa v y asi sucesivamente hasta que son
n carros, ;Cudl es la velocidad v,, del n-ésimo carro en el sistema de referencia de la mesa? ;A que
valor tiende v,, conforme n — oo ?

. Masa y energia
Considerando la ecuacién E = mc?, ;Puede afirmarse que la materia se transforma en energia pura
cuando viaja al cuadrado de la velocidad de la luz?

. Ley de la reflexion

Un espejo se mueve perpendicularmenete a su plano con velocidad v, un rayo de luz incide sobre su
superficie a un angulo # medido desde la normal, jcon qué anguo es reflejado? ;Cudl es el cambio
en la frecuencia de la luz reflejada?

. Una paradoja...

Una barra, de 1m de longitud, que estd en el eje = del sistema O se acerca al origen con una
velocidad v,. Una ldmina paralela al plano z-z se mueve en la direccién y* con velocidad v,. La
lamina tiene un agujero circular de 1m de didmetro con centro en el eje y. El centro de la barra
llega al origen de O al mismo tiempo (medido por O) que la ldmina llega al plano y = 0. Como la
barra sufre una contraccién de Lorentz en O, facilmente pasard por el agujero de la lamina y, por lo
tanto, no habra colisién y cada uno continuard su movimiento. Sin embargo, alguien que quisiera
objetar esta conclusién puede argumentar lo siguiente: En el sistema O’, en el que la barra esta en
reposo, el agujero de la ldmina sufre una contracciéon de Lorentz y por ello, el metro no podra pasar
por el egujero contraido y por lo tanto debe haber colisién.

Resuelve esta paradoja y responde ;Hay o no colisién?

. Desintegracion

Un pién 70 que se mueve en la direcién = con velocidad v, y decae en dos fotones idénticos en z = 0.
En el sistema en que el pién esta en reposo, estos fotones se emiten en las direcciones positiva y
negativa del eje y. Encuentra la energia de estos fotones en este sistema y las energias y direcciones
de propagacion de los dos fotones en el sistema de laboratorio.
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Capitulo 4

Dinamica relativista

4.1 Cuadrivelocidad, cuadrimomento

El concepto de velocidad es el siguiente concepto fundamental después del de posicién. De mecanica
sabemos que ¥ = dZ/dt, pero ahora el tiempo tambiés es una coordenada, por lo que el pardmetro
respecto al cual medimos el cambio puede ser el tiempo propio, con la ventaja adicional de que es
invariante bajo transformaciones de Lorentz. Consideremos a la cuadrvelocidad definida como

u® = , (4.1)

asf tenemos una velocidad temporal, u® = dct/d 7 y velocidades espaciales, u’ = d c®/d 7, unidas en un
concepto de cuadrivelocidad. Ahora, podemos preguntarnos, ;cudl es su magnitud en este cuadriespacio?

Al hablar de magnitud, recordamos una manera geométrica de medirla, por medio del producto punto,
|A]2 = A - A, que, al escribirla como |A|? = 6;; A* A7, donde estamos usando la convencién de suma de
Einstein y definiendo a la delta de Kronecker, §;;, descubierta, o propuesta (las matematicas, ;se
descubren o se inventan?) por Leopold Kronecker y definida como

Figura 4.1: Leopold Kronecker, 1823 - 1891.
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N
gy=14 0 7 (4.2)
1sii=j.

Esto es una manera elegante de escribir \/T|2 = A"? 4 Av? 4 A%% considerando i =1 =2,i=2=ye
i = 3 = z. Pero no es so6lo elegante, nos da una idea de que, para definir la magnitud del cuadrivector en
el espacio tiempo, usemos al tensor de Minkowski:

a|2

|u =Muv ut u”, (4.3)

El tensor de Minkowski, al darnos la magnitud de este vector, se le conoce como tensor métrico. Tiene
la propiedad, que después veremos que no es sélo notaciéon, de bajar el indice del cuadrivector u”. Es
decir, definimos

R (4.4)

nétese la suma de Einstein en la parte derecha de la ecuacion y, como debe ser, los indices libres de cada
lado de la ecuacién coinciden, en nombre y en posicion. Los indices arriba se les llama contra-variantes
y a los indices abajo los llamamos co-variantes. Regresaremos a ésto mas adelante, por ahora lo dejamos
como notacion.

De este modo, la ecuacién para la norma del cuadrivector, ec. , la escribimos como:

U u™ =1y, U U, (4.5)

y Uuq u® denota, se lee como, la norma del vector u®. Notese el uso de indices mudos en la ecuacién
anterior, se les llama mudos, sélo que se suman, no estan libres y, eso si, los indices libres deben coincidir
siempre en una ecuacion, en nombre y posicién. En la ecuacién anterior no hay indices libres.

Pero hay més sorpresas. Recordando la definicién del elemento de linea, ec. y la de la cuadrive-
locidad, podemos escribir el lado derecho de ésta tltima ecuacién como
m v

= i = 12T 0o

Nuvdxt dx?

- (4.7)

donde hemos usado el hecho de que la diferencial de una funcién la podemos ver como el cociente de los
incrementos diferenciales. y, recordando la definicién de tiempo propio, ec. , tenemos el siguiente
resultado:

Ug u™ = —c2, (4.8)

ila norma de la cuadrivelocidad, de cualquier cuadrivelocidad, es negativa, es igual a menos el cuadrado
de la velocidad de la luz! Tal vez conviene interpretar este resultado como que la velocidad en el espacio
tiempo es un arreglo entre la velocidad temporal y la espacial (respecto al tiempo propio) y que, este
arreglo es tal que que se mantiene constante.

Definimos al cuadrimomento como:

(e%

p* =mu?, (4.9)
donde m es la masa en reposo de la particula bajo estudio. La norma del cuadrimomento es
Do p® = —m? %, (4.10)

Con esta manera de ver a la velocidad y el momento en el cuadriespacio, tal vez no nos sonard tan
extrano el siguiente resultado: como hemos visto con el cono de luz, en el cono avanzamos lo mismo en
espacio que en la coordenada temporal, 2 = ct, entonces para la luz, la velocidad temporal es igual a
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la velocidad espacial y, dada la diferencia de signo, vemos que el intervalo, ec. o el tiempo propio,
json cero!.

Dado que el tiempo propio, para la luz, es igual a cero, asi como la masa del fotén, para definir al
cuadrivector momento de la luz, usamos otro pardmetro, A, que se le conoce como parametro afin

dx®
kY = — 4.11
i (.11)
y SU norma es cero,
ko K¢ =0. (4.12)

De este modo, vemos que, para particula masivas, moviéndose con velocidades menores a las de luz,
es decir, en el diagrama espacio-tiempo estdn dentro del cono de luz, pues su pendiente inversa (que
como vimos es 1/m = 1/tana = v/c), da la razén de la magnitud velocidad espacial a la de la luz, que
es menor a uno en este caso. Repetimos entonces, los eventos que estdan relacionados entre si por senales
propagandose a velocidades menores a las de la luz, estdan dentro del cono de luz y se les llama, eventos
tipo-tiempo y, la norma de su cuadrivelocidad es —c?, es decir la ec. , uq u® = —c2. Los eventos
relacionados entre si con senales viajando a la velocidad de la luz, estan sobre el cono de luz, se les

llama eventos tipo luz y la norma de su cuadrivelocidad es cero, ec. (4.12)), ko k* = 0.

Recordemos que en la fisica newtoniana de 3 dimensiones, la velocidad es un vector tangente a la
trayectoria de la particula. Siguiendo esta idea, en la geometria de cuatro dimensiones se define la 4-
velocidad como el vector tangente unitario a la linea de mundo de la particula en el sistema inercial, en

¢ < _dz* _ (dct dat < :
el que la particula estd en reposo, u* = %~ = ( iz =)y, como estd en reposo, el tiempo coordenado
coincide con el tiempo propio, por lo que u* = (¢, 0).

Una particula acelerada no tiene un marco de referencia en el cual siempre este en reposo, sin embargo,
hay un sistema inercial que instdneamente tiene la misma velocidad que la particula. Este marco se llama
Marco de referencia momentdneamente comouvil.

La 4-velocidad de una particula acelerada se define como el vector tangente a la linea de mundo en
ese marco de refencia de ése evento, éste vector es tangente a la linea de mundo de la particula.

Como ya vimos, el cuadrimomento de define como p* = mu®. Para familiarizarnos con este concepto,
consideremos una particula de masa en reposo m, en el sistema de referencia O’. dicho sistema mueve
con velocidad v en la direccion x respecto al marco de referencia O. ;jCudles son las componentes de su
cuadrivelociad y del cuadrimomento en este sistema?

Basicamente, sélo tenemos que aplicar la transformacién de Lorentz a la cuadrivelocidad que, en O
tiene componentes u*’ = (c, 6) Vista desde O tendrd componentes

dx®

dr’

, (4.13)

I
>
=Y
S
=

donde usamos repetidas veces que el tiempo propio es un escalar, invariante bajo las transformaciones de
Lorentz. Como veremos més adelante, ésta manera de tranformarse de la cuadrivelocidad, se elevara a ser
la definicién de una cantidad vectorial. Por ahora lo dejamos en que es la manera en que se transforma
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la velocidad y, para nuestro caso, obtenemos que, en O la velocidad que se observa tiene la forma

c
1
ue = Y (4.14)
O
¢ 0
por lo que, para el cuadrimomento, visto desde O tenemos:
c
o m v
P = - (4.15)
1_ (2
@7 |

Noétese cémo, para un sistema de referencia que se mueva casi a la velocidad de la luz, la cuadriveloci-
dad y el cuadrimomento vistos desde O, divergen. Considermos conveniente dejar a la masa en reposo,
m, como un nimero, y lo que crece y tiende a divergir es la velocidad relativa.

4.1.1 La accion de una particula libre

Los conceptos de tiempo propio y velocidad que hemos discutido, nos permiten usar los principios varia-
cionales en relatividad especial. En mecanica dichos principios nos permiten obtener las ecuaciones de
Euler-Lagrange al encontrar un extremo de la accién. Es un concepto muy profundo, pues estd antes de
las ecuaciones; se puede trabajar con ellas ain antes de formularlas.

Figura 4.2: Giuseppe Luigi comte de Lagrange, 1736 - 1813 y Leonhard Euler, 1707 - 1783.

En efecto, los principios variacionales son una herramienta muy poderosa y los usaremos durante el
curso. Veamos por ahora el caso mas sencillo de la accion para una particula libre dentro de relatividad
especial.

A partir de la accion, S, definida como

to
S:/,wa (4.16)
t1

m’U2

2

con L la funcién Lagrangiana, una funcional que, para una particula libre tiene la forma £ =
construiremos la accién para el caso relativista.

La accién debe ser un escalar. De otra manera tendria un valor minimo para un observador pero un
valor distinto para otro, por lo que no se podria obtener un resultado general. En el caso de una particula
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libre el escalar més sencillo que puede construirse es el tiempo propio 7 que, como vimos, ec. (3.26)), es el
tiempo que mide un observador en movimiento con la particula. Escribamos entonces la accién relativista

12
S=K | Ldr (4.17)

t1

Con K una constante a determinar. De la ecuacién del tiempo propio, ec. (3.26]), reacomodando
términos podemos reescribir (con di? = da? + dy? + dz?):

2dr? = Adt?—dd,

= 2dt? (1 — (Cdét>2> :
2 dt? (1 - (Z)Q) : (4.18)

es decir, d7 = dt\/1 — (%)2 De este modo, substituyendo en la accién relativista el lagrangiano para

£:K\/1—(%>2. (4.19)

Consideremos el limite no relativista para dar un valor a K. En este limite v/c << 1, la norma de la
velocidad es mucho menor a la de la luz y por tanto podemos hacer un desarrollo de Taylor a primer
orden en (v/c)?

una particula libre serd

c? 2c?

Identificamos el segindo término con algo parecido a la energia cinética, que, de hecho, es lo que se
2

2 2
EmK(l—;)):K—KU. (4.20)

obtiene en caso newtoniano. Por lo que, escogiendo K = —m c”, recuperamos el término cinético de la

teoria newtoniana. La Lagrangiana relativista queda

L=-mc*/1— (9)2, (4.21)

c

que, por construccién, tiene el limite no relativista correcto. La constante —m c? que queda en la la-
grangiana en este limite no tiene relevancia, pues constantes no afectan a las ecuaciones de Euler -
Lagrange.

A partir de la Lagrangiana, definimos el momento generalizado de la particula libre relativista:

oL mu;
=i T T
! 1-(2)

Di (4.22)

Nétese que hemos usado que v2 = &, v' v™ y sacado la parcial de esto respecto a v*. Nétese los
indices y su posicién.

Una vez que tenemos al momento conjugado, podemos construir el Hamiltoniano. El Hamiltoniano
es una funcional (funcion de funciones) definida como

H = p' — L. (4.23)

Substituyendo la expresion que obtuvimos para la Lagrangiana y para el momento, obtenemos que el
Hamiltoniano para la particula libre relativista es (usamos que v; v* = v?)

M= (4.24)



Figura 4.3: Sir William Rowan Hamilton, 1805 - 1865.

Esta dltima expresién es muy interesante, ya que al identificar el Hamiltoniano con la energfa total,
E nos indica que incluso para una particula en reposo con v = 0 su energia no es cero, sino

E=mc. (4.25)

La famosa férmula de Einstein que relaciona la masa en reposo con la energia.

Figura 4.4: Centro financiero mundial de Taipei, el edicificio mas alto del mundo en ese momento, en
honor a los 50 afios de la muerte de Albert Einstein, 18 de abril de 1955, organizé sus luces para mostrar
la famosa ecuacion.

Adem’as, le da un sentido a la componente temporal del cuadrimomento. En efecto, si se estd en

reposo, ¥ = 0, por lo que p'= 0, pero de la normalizacién del cuadrimomento, ec. (4.10)), tenemos que en

2 . .
este caso, pop° = —m?2c?, pero pg = —p°, por lo que p°° = m?2c?, es decir p° = m ¢, concluimos que la

componente temporal del cuadrimomento la podemos asociar con la energia en reposo:
p’ == (4.26)

las componentes del cuadrimometo las podemos expresar como
E
Pt = (c,p) : (4.27)
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Estos resultados nos permiten considerar el caso para una particula sin masa como el fotén que, como
ya vimos su norma en el cuadriespacio es cero y definir a sus componentes de la siguiente forma:

_hw

k® (1,n), (4.28)

con h la constante de Planck, w la frecuencia angular del fotén y n un vector unitario que apunta en la

Figura 4.5: Max Karl Ernst Ludwig Planck, 1858 - 1947.

direccién de propagacion.
De este modo vemos que, asi como unimos a los conceptos de espacio y tiempo en un concepto vemos
que los conceptos de energia y momento se unen en nuevo concepto, el cuadrimomento.

4.1.2 Conservacion del cuadrimomento

Esta ley tiene un estatus de extra postulado, pues es uno de los muchos resultados cuyo limite no
relativista es correcto, sin embargo, como los dos postulados fundamentales de la reltividad especial, ha
sido ampliamente verificado y es de gran importancia para el estudio de colisiones entre particulas que
se mueven con velocidades relativistas.

De este modo, postulamos: El cuadrimomento total de un sistema, se conserva:

A PTQ = PTaﬁnal - PTainicial = 0. (429)

Nuevamente, dos leyes de conservacién en mecanica se unen en una sola. La conservacion de la energia
v la conservacion del momento lineal, se unen en la conservacion del cuadrimomento.

4.1.3 Efecto Compton

Una consecuencia de la conservacion del cuadrimomento es el resultado del proceso que consiste en
considerar un fotén con cuadrimomento k% que choca con un electrén en reposo. Se observa que el fotén
cambia su frecuencia después del choque. Este resultado fue descrito por A. H. Compton y es uno de los
resultados fundamentales en la fi’sica de particulas.

Para describir y cuantificar este cambio en la frecuencia del fotén, consideremos la ley de conservacion
del cuadrimomento, tomando en cuenta que, los cuadrivectores satisfacen el postulado de aditividad.
Inicialmente a un electrén en reposo y a un fotén que colisiona con él. Como resultado, ambos se
dipersan:

Pr%gicial = ko® +po® = ks® +ps* = Pr¥gnal- (4.30)
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Figura 4.6: Arthur Holly Compton, 1892 - 1962, premio Nobel de Fisica 1927
donde p® es el momento del electron, k% el del fotén y los subindices o y f se refieren a los valores
repectivos antes y después de la colisién. Ahora, sabemos que

poa : (m c, 0)7
th

k}oa : T(l,ng),
hw
kp Tf(l,nf), (4.31)
o mec .
by : (—Qapf)'
1-(2)
(4.32)
Reescribiendo ec. (4.30) como
ko™ — ks + po® = ps. (4.33)

Si hacemos el equivalente en cuadrivectores de elevar al cuadrado la ecuacién de conservacién, ec. (4.30)),
es decir, contraer con las expresiones contravariantes correspondientes, koo — kf,, + Poas> ¥ Pr -

(koo — kpo +P0oa) (ko™ — ks +p0®) = propf®
—2koo ks +2 (koo — kg,) Po™ —m?? = —m?e
donde hemos usado que ko, ko® = ky_ ks = 0, son vectores nulos, que po,, po® = py, Ps* = —m?c? y que

koo k™ = kg ko®. Ahora, como ky = 1ap k8, de ec. 1) obtenemos que ko, : (hwo/c) (—1,n9), ky, :
(hwys/c) (—1,ny), por lo que, desarrollando las componentes tenemos

hwowy

- (I1-ngp-ny)— (wo—wy) me=0

lo que, usando el producto punto usual nos lleva a la relacién:

h
—(1—cos¢)—ﬁ+ﬁ:0
c wyr wo

con ¢ el angulo entre las direcciones incidente y saliente de los fotones. Finalmente, con ¢ = v A,
h=h/(27) y que w = 27w, con v la frecuencia y A la longitud de onda de los fotones, obtenemos la
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relacién entre las longitudes de onda de los fotones entrantes y salientes:
Af = A —&-i(l—cosqﬁ) (4.34)
f = /0 me ) .

que es la relacién de dispersiéon de Compton.

Compton,

43 4
>
. gﬁ""’“ ~ E=hv
E = mye — p=hv'le

Electrén

E =~/ mgc4 + pic?

p=0

Electrén
dispersado

Figura 4.7: Diagrama del efecto Compton

Es interesante que el mismo resultado se puede obtener con conceptos casi totalmente clasicos: sin
espacio-tiempo ni cuadri-vectores, ni masa nula del fotén, si consideramos al fotén y al electrén como un
par de particulas cldsicas, que chocan.

Consideramos al de electrén inicialmente en reposo, pero si consideramos que tiene una energia en
reposo, Eg. = mq c?, com my la masa del electrén en reposo y po, = 0, su momento lineal inicial es cero.
Respecto al fotén, consideramos que su energfa inicial es Eoy = hv y su momento inicial po; = hy /c.
Despué del choque tenemos que el fotén sale formando un dngulo ¢ con la direccién de incidencia y el
electrén un correspondiente dngulo 6. El fotén tendrd una nueva energia y un nuevo momento: Fy = hvy
y su momento inicial py, = hvy/c, asi como el electrén, Ey, = Vmo? et +p2 2 pyp, = p.

Resolviendo el problema como un problema clasico de conservaciéon de energia y de momento lineal,
tenemos conservacion de energia y conservacion de momento en las dos direcciones:

E: hvg+moc® = hvg +/mo?c* + p? 2, (4.35)

h h
Phor : 2 BYE g ¢+ p cosb, (4.36)
¢ c
h
Dver : 0 = % sen¢g + psenf. (4.37)

Combinando las ecuaciones de los momentos para obtener una expresién para p? y otra para p? de la
ecuacion de conservacién de energia e igualdndolas obtenemos después de simplificar:

V v VoV VoV
2 (22— ) —ap2 0 — o p2 ™ cos, (4.38)

c c ¢ c
con lo que, al escribir esta expresion en términos de la longitud de onda, A, utilizando v A = ¢, obtenemos

diréctamente:

)\fZ)\o-i-

(1 —cos¢), (4.39)

moC

que es la expresion para el cambio en longitud de onda, la dispersiéon de Compton, que obtuvimos arriba
con el tratamiento completamente relativista. Nétese que en este tratamiento clasico hay una mezcla de
ideas clasicas y de cuantica primitiva, pero ain asi nos dan la misma expresién para el cambio de longitud
de onda del fotén, al ser dispersado por en electrén. Interesante.
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Aniquilacién de particulas

Otro ejemplo muy comun es la aniquilacién de una particula con su anti-particula. Consideremos la
colision de un electrén y un positréon que se aniquilan y producen un fotén, es decir, de acuerdo la
siguiente reaccién eTe~ — . Primero vamos a mostrar que no es posible este proceso.

pt +p§ =k (4.40)

Adn sin dar valores a las componentes, vemos que es posible ir al sistema de referencia de centro de masa,
donce veria al electronén y al positrén acercarse al origen, con lo que el momento lineal total inicial seria
cero, pero, por otro lado, el fotén jno puede tener momento lineal cero! La reaccién que propusimos es
incorrecta, se deben generar por lo menos dos fotones. Y tomemos ahora que el positréon choca con un
electrén en reposo:

pe +pf =k + k3, (4.41)
donde tenemos que
p_ ¢ (me,0),
Pl (=),

v\ 2
1-(2)
hw
kﬂl : ! (la nl) 5

c

hw
kty + =2 (1,ng). (4.42)

c

Contrayendo con los respectivos vectores covariantes:

(P—o +P+o) - +p1%) = (ka1 +ka1) (k%1 +E%),
—m? S +p_ py® = ka1 k%2,
(4.43)

tomando el cuenta las componentes de los vectores, considerarando cuidadosamente aquellos que son
covariantes, se obtiene

m-c 3 = 02 (1 —njg - Ilz) y (444)
- ()

y, nuevamente considerando a € como el angulo entre las dos direcciones de los fotones y las definicones
de frecuencias y longitudes de onda del ejercicio anterior se obtiene:

h? (1 — cosf 1—(2)?
Ay = ( ) () (4.45)

e (1o )

Colisiones inelasticas

Como tltimo ejemplo, veamos al equivalente al choque inelastico entre particulas relativistas. En un
choque ineldstico, las particulas cambian debido a su interaccién. Consideremos por ejemplo el proceso
conocido como fotoproduccién de piones v +p — 7T +n.
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En esta reaccién el proton absorbe al fotén transformando parte de su energia en masa para crear el
pién y a un neutrén (la masa del protén es de 938,3 MeV g mientras que la del neutrén es de 939,5 MeV).

La energia minima necesaria en este proceso es cuando se produce un piéon y un neutrén y permanecen
en reposo justo después de haberse producido (En el sistema de centro de momentos), de otra forma seria
necesaria mas enegia para ponerlos en movimiento.

En el sistema centro de momentos el protéon tiene un momento espacial que compensa el momento
que tiene la particula final. Visto desde el sistema de laboratorio la reaccién se ve como si el pién y el
neutrén se moviesen como si fueran una particula cuya masa es la suma de las masas de ambas particulas.
Consideremos la reaccién:

Py + k= pg ., (4.46)
contrayendo
2ka pp* — mf, = —(mg +my)? 2, (4.47)

y en el marco de referencia de laboratorio k : (Aw/c) (1,n) y p: (m,¢,0) asi que

(My 4+ mp)* c —m2

hw = : (4.48)

2my,
que es la energia minima o umbral que se requiere para producir un pién por medio de la reaccién anterior.
Estos resultados son un ejemplo de la base conceptual, la relatividad especial, aplicada al estudio
de las part’iculas elementales. Hay grandes y profundos desarrollos que se realizan en las instituciones
de investigacion del mundo, destacando los resultados de los grandes aceleradores, que nos acercan, a
entender mas sobre la naturaleza del micro-cosmos.

Figura 4.8: El Centro Europea de Investigacién Nuclear, CERN, por sus siglas en francés, Conseil Eu-
ropéen pour la Reaserche Nucléaire, fundado en 1954, es uno de los aceleradores de particulas mas
importantes del mundo.
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Ejercicios 4

1. Cartesianas +— Esféricas
Dada la transformacion de coordenadas cartesianas a esféricas

t =t
r = r cos¢sind,
y = rsingsind,
= 71 cosf,
(4.49)
y la transformacion inversa
t = t,
r o= a2+ y?+ 22,
tang = 3,
x
tan 0 = 4,
Va?+y?
(4.50)
demuestra explicitamente que el elemento de linea se transforma de la siguiente manera
ds* = = dt* + da® + dy® + dz2* & ds® = —c* dt* + dr® + r* (d6” + sen0 d¢?) (4.51)
2. Geodésicas en la esfera
Considera una esfera de radio R. El elemento de linea en este caso esta dado por
ds* = R? (d9* + sen®0 d¢?) , (4.52)

Calcula explicitamente, a partir de la métrica g;;, (Ahora los indices corren de uno a dos), los
simbolos de Christoffel I'?,,, obtén las expresiones para las ecuaciones de geodésicas y resuelvelas.
Muestra que la métrica se transforma efectivamente como un tensor.

3. Tensores
Demuestra las siguientes identidades:

(a) gap,y =Tapy +I'gay. Recuerda que T'agy = gaw Iy,
(b) 9uv guﬁﬁ = —Guv .,y gy,67
() 9°° 5 = =9us Ty — Gua T}y

4. Mas geodésicas
Para el espacio descrito por
—dt? + dx?
2 _
= 2 ,
encuentra las ecuaciones geodésicas, resuélvelas y dibija las trayectorias en un diagrama espacio-
tiempo.

ds (4.53)

5. Propiedades de la derivada covariante
Demuestra explicitamente:
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(a) FZ)\ = %guy Guv X,

(b) Para un tensor antisimétrico, F** = —F*” demuestra que

P, = — (V=g F™) (4.54)

1
v—9
(¢) Y que se satisface la relacién ciclica:

FW;A + F)\H;V + FM;# =+ FAW/ + Fv)\,u (4~55)

6. Maxwell
Utilizando este resultado cuando este tensor F*” es el de Faraday, dado por la ec. (5.16), de la
misma forma en que se demostré que F*”., = 4w j*, contiene a la ley de Gauss y a la ley de
induccién de Faraday, demuestra que

F[Ll/;)\ + F)\u;y + FV)\;,u =0 (456)

son las otras cuatro ecuaciones de Maxwell: la ley de Gauss para magnetismo (no hay monopols
magnéticos) y la ley de circuito de Ampere.

7. Mas tensores
Muestra que la derivada covariante de un vector covariante 4,,

Apy = Ay — qu Aa, (4.57)
es un tensor.
8. Guvia =0
Demuéstralo, utilizando la relacion
g 1 ov
I = 29 (gvap + Gup.a = Gpaw) - (4.58)
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4.2 Espacio Curvo, tensores

La relatividad especial surge de la inquietud de considerar que los sistemas de referencia inerciales son
todos equivalentes entre si, no hay un sistema de referencia privilegiado. Hay, eso si, sistemas que son
mas utiles para describir un fenémeno dado, en cuanto a la facilidad con lo que se pueden describir, pero
no en cuanto a su valor intrinseco sobre los otros sistemas. Esto, aunado al postulado de la velocidad de
la luz tiene la misma magnitud en todos los sistemas de referencia, llevé a Lorentz a mostrar el tipo de
ecuaciones que relacionan la dindmica de un cuerpo visto desde un sistema de referencia, con la dindmica
observada en otro sistema inercial.

Vimos que surge el concepto de espacio-tiempo, que es el que queda con sentido fisico en cuanto
a que es una funcién cuyo valor en cada punto del espacio tiempo, no cambia, mientras que el valor
del tiempo y del espacio, si lo hacen, se contraen, se dilatan e incluso pueden verse rotados, al ser
observados en distintos sistemas inerciales. Vimos también que, al definir una velocidad y un momento es
este cuadriespacio, surgieron la cuadrivelocidad y el cuadrimomento y, cuando medimos su norma, ésta
resulté constante para todos los cuerpos, en el caso del cuadrimomento esta constante es la masa de la
particula en reposo. Concepto que tiene una iterpretacién no tan intuitiva, pero que, vimos, es de gran
utilidad al tratar problemas de colisiéon de particulas elementales. Vimos que el cuadrimomento retine a
los conceptos de energia y momento en una séla entidad, mostraando una equivalencia entre la masa y
la energia.

Figura 4.9: Conceptos y aplicaciones de la relatividad especial. Los conceptos de la relatividad especial
nos han permitido entender mejor a la naturaleza, con resultados que verifican lo adecuado de sus de-
scripciones. Desafortunadamente no nos han permitido entendernos mejor a nosotros mismos y a nuestra
convivencia.

Las transformaciones entre sistemas de referencia, las estudiamos en el espacio tiempo plano, descrito
en coordenadas cartesianas, ecs. . Resulta natural el preguntarse ;qué pasa si cambiamos
estas condiciones? Si estudio al espacio tiempo en otras coordenadas, no planas, sino curvilineas, como las
polares o las esféricas que hemos usado en otros cursos de Fisica al resolver varios problemas. Las ideas
y principios de covariancia, deben seguir siendo validos. Después de todo, las coordenadas no estan en el
espaciotiempo, es algo que se usa para describir al fendmeno que estudio, para facilitarme su compresién.
Sin embargo, el que todo funcione en otras coordenadas es algo que conviene mostrar.

Maés aun, podemos nos preguntamos, ;y si no es que las coordenadas sean curvilineas, sino que resulta
que si, el espacio tiempo es curvo? Despues de todo, jvivimos en una superficie curval, la Tierra, jes
curval
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Figura 4.10: Imégenes de nuestra Tierra vista desde el espacio, claramente curva.

Las superficies curvas son algo natural, el que la descripcion de la Fisica considerando al espacio plano
sea adecuada, se debe a que las distancias, velocidades y desplazamientos son en regiones pequefias (en
muchos de los casos estudiados). Es de esperar que el principio de relatividad, la covariancia, sigan siendo
validas en espacios curvos.

Este estudio nos llevard a conceptos geoétricos totalmente independientes de las coordenadas especficas
que se utilicen y nos permitird describir a las ecuaciones de la Fisica de manera covariante. Para ello
contruiremos a los tensores y a su algebra.

Estos dos temas, relatividad especial y tensores, nos dejaran ya a un paso de la relatividad general.

Empecemos con una transformacién de coordenadas sencilla, de cartesianas a esféricas

Es, como deciamos, un ejemplo de coordenadas son curvilineas. Que ya sea porque el problema se
describe mejor en ellas o porque el espacio es curvo. Es una transformacién de coordenadas como las que
hemos visto x# — ' = z#'(z¥), paso de las antiguas a las nuevas, y en el caso de la transformacién a
coordenadas esféricas, dejando al tiempo sin transfomar:

v =t
z’ r cos@sin ¢,
y = rsinfsing,
2 = rcose,
(4.59)
el elemento de linea toma la forma
ds® = —c® dt* + dr® +r? (d6” + sen0 d¢*) . (4.60)

Ya no es una transformacién de Lorentz, es simplemente un cambio de coordenadas. ;Qu pasa con
el principio de equivalencia y lo que hemos visto hasta ahora? Como ya mencionamos, construiremos la
base que nos permitira llegar a la Relatividad General, donde sus principios nos dicen que las leyes de la
Fisica deben ser covariantes, es decir, independientes del sistema de referencia o de coordenadas que se
utilize.

Antes de ello, mostraremos qué pasa con las distancias entre dos puntos en espacios curvos o en
sistemas con coordenadas curvilineas.

De la forma del elemento de linea en esféricas vemos que para ponerlo en notacién de indices se debe
escribir

ds? = gop dz® daP, (4.61)

donde g.g es una matriz, de hecho veremos que es un tensor, y se le llama tensor métrico o métrica,
que es funcién de las coordenadas y lo consideramos simétrico, es decir, gog = ggo. Para determinar la
distancia mas corta entre dos eventos, dos puntos del espacio tiempo, usaremos nuevamente el principio

de accidn, ec. (4.16)).
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Actualmente todas las teorias de la Fisica son derivables de un principio variacional, de una la-
grangiana. Lo que no es trivial es postularla.

Para el espacio tiempo, eb donde queremos medir distancias y encontrar la distancia més corta entre
dos eventos, el extremo entre dos puntos.

Figura 4.11: Hay que encontrar el mejor camino, no siempre es trivial.

Tenemos una integral sobre el elemento de linea, simplemente
S = / ds, (4.62)

con ds = \/gap dz® dzP, es decir, se tiene la accién

S = / \/ Gap dz® dzP, (4.63)

y queremos variarla con respecto a las coordenadas, dx*. Entonces

08 = /5\/ga5 dz® dxP, (4.64)

3ds?
2ds J

recordemos que la variacién es como una derivada, y dds? = 2dsdds, por lo que dds =
8ds? = 8gapda® dzP + 2 gop dz® dda®, (4.65)

donde usamos que la métrica es simétrica y que los indices son mudos. Ahora, como la métrica es funcién
de las coordenadas, usamos la regla de la cadena dgng = gas,,0x". Notar que se usan comas para indicar
;

derivadas: A,v = gﬁ,. También se utiliza el hecho de que la variaciéon y la diferenciacién conmutan
(esto se puede demostrar formalmente, nosotros lo tomamos como un hecho): [d,d] = 0, por lo que

2 gy dx® ddx¥, se conmutd y de nuevo se utilizé que los indices son mudos.

Ahora, se completa una derivada total, d (ga, dz® 6x¥) = d (gar dx®) 027 + gop dx™ déz”, es decir,
Jow dx® déx” = d(gay dz®d2") — d(gay dz®) 62¥. Y, el segundo término de la derecha se reescribe
como —d (gop dx®) dz¥ = — (ga,,,u dxt dz® 4 gow d2x°‘) dx", donde se ha usado la regla de la cadena.
Finalmente obtenemos —d (ga, dz®) 62” = — ((39av.u + 39uv.a) de' dz® + go, d*z®) 0.

Juntando todo estos resultados se tiene que

1
8ds® = 3 ((_gau,u + Jovp + Guv,a) dr® dzt + gao dzxa) 0" + d(gay dz® 0x"). (4.66)
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Para que quede méas compacto se define

1

Fozu v — 5 (gal/,u + Juv,a — gau,u) ) (467)

con lo que queda la siguiente expresién para la variacion del cuadrado del elemento de linea.
dds? = — (ga,, d*z® + Loy v dz® d:v”) 0" + d(gay dz® 02"). (4.68)

Regresando a la expresion para la accion,

dds? dds?

es decir, al substituir dds>

1 d%z® dz® dx* y 1 d o v

En el segundo término, vemos que queda una integral exacta y queda gq, dx® éx” evaluado en los ex-
tremos, pero en ellos §z¥ = 0, por lo que este término es cero. Ahora, tomando el extremo, e igualando a
cero, 05 = 0, queda la integral de algo, multiplicado por § z” igualado a cero, pero como las variaciones
son arbitrarias, ese algo debe ser cero, es decir, obtenemos la ecuacion que nos da el extremo del elemento
de linea, el extremo de la separacién espacio temporal entre dos puntos:

d?z® dx® dxt

T o 471
d7‘2Jr "y dr ( )

Gav ar

multiplicando por el inverso del tensor métrico, g°%, es decir ¢°” gav = 67, obtenemos finalmente

d2z° dz® dzt
re,, 28y, 472
dr2 + Hodr dr ( )
con )
I ou = §ggu (Yo + Gupa = Guaw) - (4.73)

La ecuaciéon de moviemiento que obtuvimos se conoce como ecuacién geodésica y es la que deben
satisfacer las trayectorias que minimizan (en si, que dan un extremo) la distancia. La I'?, se conocen
como los simbolos de Christoffel y van a jugar un papel muy importante en el dlgebra tensorial que
veremos mas adelante.

La ecuacién geodésica nos habla de aceleraciones, de cuadriaceleraciones, d;%; y si definimos a la
cantidad f7 =17, % % y la interpretamos como una una cuadrifuerza, se puede considerar a las
ecuaciones de geodésicas como la version relativista de la segunda ley de Newton. Siguiendo esta idea,
dicha fuerza es algo, como vemos, puramente geométrico, no es ningun tipo de interaccién sino que las
modificaciones a la trayectoria, son debidas a la busqueda de que dicha trayectoria sea el camino més corto
en la geometria dada. Siguiendo esta idea, se puede pensar a los coeficientes métricos como potenciales.

Si bien la idea anterior es interesante y, de hecho, si se relaciona a los coeficientes métricos con poten-
ciales gravitacionales, la fuerza geométrica, como veremos mas adelante, no es un concepto geométricamente
bien definido, por lo que pierde su valor conceptual y queda en una mera analogia. Las curvas extremales
en espacio curvo se llaman geodésicas.

Bueno, con esto empezamos a ver fisica en coordenadas curvilineas, de hecho, en espacio curvo.
También vemos la necesidad de contar con una manera de expresar a las leyes de la Fisica de un modo
independiente de las coordenadas que se utilicen.

47



Figura 4.12: Elwin Bruno Christoffel, 1829 - 1900.

Para ello estudiaremos el dlgebra tensorial. Fundamentalmente se basa en la manera en que los objetos
cambian bajo una transformacién de coordenadas. Supongamos entonces que tengo una variedad, un
espacio-tiempo, al que describo por medio de las coordenadas z* y damos una transformaciéon a otras
coordenadas =¥’

ot — ot = (2Y), (4.74)

notemos que no hemos impuesto ninguna restriccion sobre dicha transformacion, por lo que no le podemos
asociar ningun caracter geométrico. No hay un vector posicién en este sentido. Al tomar la diferencial y
usando regla de la cadena se obtiene:

m
= v 4.
e dx”, (4.75)

y a este comportamiento es a lo que le llamaremos vector, de hecho un vector contravariante. A
la diferencial de la posicién si le podemos asignar un comportamiento definido bajo un cambio de co-
ordenadas y generalizamos dicho comportamiento: Una cantidad A* es un vector si y solo si, bajo una
transformacién de coordenadas se transforma de acuerdo a la regla

dzt’

i
AP AW = T AV, (4.76)

Podemos definir ahora a un escalar, como aquel objeto que no cambia su magnitud bajo una transfor-
macién de coordenadas, es decir ¢(z#) es un escalar si y solo si, bajo una transformacién de coordenadas
se mantiene invariante:

$(a) = ¢(at') = p(a"). (4.77)

Aqui notemos que no tenemos indices libres, esto de los indices libres nos va a dar idea de que tipo de
objeto es. Un objeto que ya conocemos que no tiene indices libres y por tanto es un escalar, es el elemento
de linea, ds? = Guv dzt dz¥, si damos una transformacién de coordenadas:

ds® — ds* = G dz* dz”’ = ds? = go5 dz® da, (4.78)
pero ya sabemos cémo se transforma dz*’, por lo que obtenemos

Ozt dxv’
! oz OzP

dz® dz’ = gop dz® dzP, (4.79)

es decir P
T i
Gu'v' o 0B 9ap; (4.80)
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Figura 4.13: El globo rojo, Paul Klee

queremos ver como se transforma g¢,,/, debemos despejarla, para lo cual usamos que la parcial de una
transformacién por la parcial de la transformacién inversa debe dar la identidad:

ozt dz° /
=", 4.81
oz Oxv’ v ( )
andlogamente:
o™ dxt’ N
Asi, multiplicamos por gf:, g;”f,:
oxM dx' Oz 0P ox® dxP
Iu'v' ’ ’ - 7 ° 7= gaﬁi/ i/7 (4'83)
Oz Oxf Ox°' dx™ Oz’ Oz
Es decir 5
’ ’ a.’l,'a al'
188 0 = goap— ——, 4.84
Iu o’ T g Baxg/ 6$T/ ( )
encontramos finalmente que
0z 02"
Go'r! = gaﬁw or!’ (4.85)

que es la forma en la que se debe transformar la métrica para mantener invariante al intervalo de espacio-
tiempo. Esto es lo que vamos a definir como un tensor covariante de dos indices, un objeto 1},,,, que bajo
transformaciones de coordenadas se transforma como

oz 0xP

P

De aqui ya vemos cémo defimos a un objeto con un indice pero abajo, que serd un vector covariante,

T;uz - Tu/l/’ = (486)

a aquel objeto A, que, bajo una transformacién de coordenadas se comoporta como

A, — A 0 (4.87)

M no= ool .
y con esto podemos ya generalizar a objetos con mas indices, arriba y abajo, cada indice se debe trans-
formar, es decir, un objeto R*,,,, serd un tensor, mixto de cuarto orden si, bajo una transformacién de

coordenadas se comporta como
oxH 0xf Oz Ox®
ox> dz¥' Ox°' Oz’

Una vez definidos los objetos podemos deducir varias operaciones véalidas en dlgebra tensorial. Sean
a,b,B*,T%g,5%g, R, tensores, entonces:

li
R'ul/a'T — RV vie!t! —

Rg+5. (4.88)
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1. Combinacién lineal: P*3 = aT%3 + bS53 es un tensor. Noten que para sumar dos tensores éstos
deben ser del mismo tipo.

2. Producto directo T*g" = R*3 B7, es tensor

3. Contraccién. Un indice covariante, abajo, con un indice contravariante, arriba. Se tiene una suma
implicita y el indice desaparece, se obtiene un tensor de grado dos veces menor que el inicial:
Tm— == R'U‘V,m--

Nos falta una operacion, la diferenciacién, pero esa la veremos un poco mas adelante. Para el producto
directo, se da una transformacion de coordenadas y se obtiene

’

74" =R 5 B (4.89)

como R%g y B7 son tensores,
¢y 0z 9zv 9z’

7o' =22 22 2% puo B 4.
8 0 9 33:0R (4.90)

es decir

oy 0z 9z¥ Oz

T 35 = 7, 491
A OxH 8x5/ 0x° ( )

por lo que es un tensor.

Otra operacién es combinar producto directo y contraccion,
A, =8, B", (4.92)
y se obtiene un tensor. Cuando se usa al tensor métrico, se dice que se le baja el indice:
Ay =gu A, (4.93)

y de este modo se relacionan un vector contravariante con uno covariante.

La diferenciacién es una de las operaciones mds importantes en la fisica y es necesario que tengamos
esta nocién para tensores. La idea es que cuando tengo una cantidad bien definida geométricamente, se le
pueda derivar y se obtenga otra que también este bien definido (en el sentido que sigue las mismas reglas
de transformacién). Consideremos un cuadrivector A*. Al dar una transformacién de coordenadas éste
se transforma como, A* — A* = %”’T‘:/A”. Ahora lo derivamos y tenemos un nuevo objeto, B = A* , y
hay que ver cémo se comporta:

' 0 oxH
#/ , w , «@ . .
B, =A" = pEyos ( o A ) (4.94)

Aqui hay que tener cuidado. el término entre paréntesis es una funcién de las coordenadas no primadas
y, el operador que actiia sobre él es con respecto a las primadas, hay que hacer regla de la cadena. Veamoslo
en general. Se tiene una funcién de las coordenadas no primadas: f(x®), le aplicamos el operador derivada
con las primadas: % f(z%), uso regla de la cadena: 887];3%5, lo reacomodamos para que se vea mas

. ozP o .z . . .
claro: 575 575 f, como esto es para una funcién arbitraria, podemos concluir que

0 ox? 0
oz 0z 9zP’ (4.95)
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que es justo la definicién de transformacién de un vector covariante, por lo que el operador de derivada
es un vector covariante. Regresando a la derivacion, se tiene entonces que

/ 0zf 0 ozt
BY, = A" , = — A“
’ dxv' Oxb <8:1:“ )’
~0aP oxr 0A” N 0P 9Pt
Oz’ Oz« Oxf Oz’ OxP Oz’
oxP ozt . 0xP O%aH
~ 9zv 9z~ B% + Axv' Ozl Ox A% (4.96)

no es tensor. Vemos que tenemos el primer término que se comporta como tensor, pero le sobra el segundo
término, que involucra segundas derivadas. Era de esperarse pues la derivada es el cambio con respecto
a las coordenadas que, a su vez, estan cambiando. Este término que sobra, se puede reescribir de la
siguiente forma, derivando a la delta:
/
7 () = o

B w!
0 (8m 637) _ o,

oz \ 9z’ dxB
oz 0% o [0z°\ ozt
927 2P 0z | B (ax) or =0
dx? %t xt dxN 9 [ 9aP
027 2P oz T 2P Ox® 0™ (895”') =0
ox?  9%xr _ _81‘#/ 92zP oz (4.97)
Oz’ dzP Oz Oxf Oxv' Oz Oz’ '

por lo que la transformacién de la derivada de un vector queda de la siguiente forma:

/ dxB oxt’ oxH 9P oxN
b T a P
Al = AN ozxv' Oz« A% 0zB Oxv' Oz Oxr A7, (4.98)

Sea este término
rr oxT M
T QER Oz Ox”

(4.99)

Notar, que I'] , es un objeto simétrico en los indices covariantes.

Como se ha mencionado, dado un objeto con indices, no se puede concluir que es un vector, hay que
estudiar su comportamiento bajo una transformacién de coordenadas y ver si se transforma de acuerdo
a las reglas dadas, en cuyo caso, sera un tensor, de otro modo, no sera un objeto geométricamente bien
definido.

Veamos cémo se transforma esta I'” . En coordenadas primadas tiene la forma
[oNe’

F#' B 8L;/ a2§a
VN 9ge gV’ xN
Ozt 92f 0 [ 9x7 9
T 928 e~ 9V <€)x/\' 8x“/> ’

Oz 927 dx7 0a® 9%¢> 0 928 3¢~ 9Pad
Oxf 9t> 9xN Oz OxddzY  OxP 9E> dxv Oxv Oz
ozt 9z 90 9zP 9%~ Pxr 9%aP

- axﬁ 833)‘/ 8&3”/ @ ax5 ox7 + 8$ﬁ 8.TVI 8.13>‘” (4100)
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donde hemos usado el operador como parcial de las primadas y de las no primadas como corresponde.
’
Obtenemos entonces la transformacién para el I', |

oz oxY 0z° s +3x“/ 92zP
oxB Az dxv "0 PaB dxv dxN

= (4.101)
El objeto I' no es un tensor. También le sobra un término como a la derivada del vector, compara
con la ec. . La idea es tratar de juntar ambos problemas. Al definir una nueva operaci
on, que incluya y cancele los términos que le sobran a la derivada normal, construiremos un operador que
generalize a la derivada, permitiéndonos que, al actuar sobre un objeto geométricamente bien definido,
nos da un nuevo objeto, también geométricamente bien definido. Entonces, introducimos el operador de
derivada covariante:
Ab., = A, + T8 A%, (4.102)

este operador se reduce al operador de derivada usual cuando no estamos en coordenadas curvilineas,
pues en ese caso las transformaciones de coordenadas que dejan invariante al intervalo son lineales, como
vimos, por lo que I'# |, = 0. Veamos cémo se transforma dado una transformacién de coordenadas:

’

! ’ ’
APy, = AP, AY L TR, AN

)

R ozt 3P 9z o ozt dxf 9z’ _, N ozt 9P N 4P
T 0z 9z P T xB 9V 9z OxP oz oz dzN PO 9xB 9z oxN | xe
oxt' 9P o
= 9ze oz (A ’ﬁ""rﬁpAp)’
ozt 0xP
= S A, (4.103)

vemos que ya queda la transformacién como tensor. Con esta operacién de derivada covariante, dado un
vector, se deriva covariantemente y, bajo una transformaciéon de coordenadas se transforma

Oz oxP
T 9z Oxv’

como un tensor mixto. Para un vector covariante, la regla para derivada covariante es:

Al =AM, A% g, (4.104)

A = Ay =T, A, (4.105)

que es un tensor. Notemos cémo en ambos casos se reduce a la derivada normal para espacio plano
descrito en coordenadas cartesianas.
Podemos entonces definir la derivada covariante de un tensor mixto:

RI‘VLUT;ﬂ:‘RIl ﬁ+RSUTFg[37RgUT S,ﬁiRllfa‘r g[ﬁiRgcyar?ﬁ‘ (4106)

voT,

Importante, la derivada covariante de un objeto escalar, coincide con la derivada normal:

b0 = P, (4.107)

al derivar covariantemente a un escalar, se obtiene un vector covariante, geométricamente bien definido.
De este modo, terminamos de contruir el dlgebra tensorial, sabiendo como se definen a los tensores
de diferentes tipos y las operaciones de combinacion lineal, producto directo, contraccion, subir y bajar
indices y diferenciacién covariante.
Antes de pasar a otro tema les queremos mostrar la relacién que hay entre la conexién afin, IT'! 5 Y la
métrica.
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Notemos primero que la derivada covariante satisface la regla de Leibnitz:

(Au B,)., = A#;a B, + A# By a-

e

Al sacar la derivada covariante de un vector covariante se obtiene un tensor: Sog = Aq;s-

expresar a dicho tensor con el indice arriba: Sog = go ILSE. Por otro lado:

Sap = Aa;p= (gauAH);ﬁv
= gauAfLﬁ"‘gau;ﬁ A*,
gaﬂslﬁt+gau;ﬁAMa

= Sop t Gau;p A",

por lo que g4 ;8 A* = 0y, como es para un vector arbitrario, concluimos que
Gap;p =0.
Por otro lado, de la definicién de derivada covariante

0 = Ggau;p:
= gaH,B_FZBgVM_FZﬁgam

(4.108)

Se puede

(4.109)

(4.110)

(4.111)

usando que el tensor métrico es simétrico, asi como los indices covariantes de la conexién afin, llego

finalmente a la expresién:

1
FV&B - ggua (glla,ﬁ + GvB,a — gaﬁ,u) .

(4.112)

que se les llama los simbolos de Christoffel y son los mismo que aparecieron cuando derivamos la ecuacién

geodésica. Los simbolos de Christoffel son la conexién afin.
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Ejercicios 5
1. Demuestra explicitamente que:

(a) D¢ =0, con 0= g"'"V,V,,y ¢ una funcién escalar, se puede reescribir como
1
v—9

Al operador I se le conoce como D’Alambertiano.

Uo= (V=99""¢,)

e

2. Utilizando el cuadripotenical electromagnético, A,,, que se relaciona con el tensor de Faraday F),, =
Ay — Ay = Ay — Ay, (muestra ésta tltima igualdad). Escribe las ecuaciones de Maxwell,
Frv., =0y Fu;n) = en términos de este cuadripotencial

3. Considera un espacio de 2 dimensiones con métrica

dr? + r? dg? r2 dr?
r2 — g2 (r2 — a2)2

ds? =

donde r > a, demostrar que las ecuaciones de las geodésicas se pueden escribir como

a? @ 2+a2r2 = Krt
do '

donde K es una constante tal que K = 1 si la geodésica es nula. Si hacemos rg—f = tan ¢, demuestra

que este espacio se mapea en el plano euclideano con coordenadas polares (r, ¢) y que las geodésicas
se mapean en lineas rectas.

4. Considera el tensor de energia esfuerzos de un fluido perfecto:

W,V
ut u "

" = pyc?h +pg",

2
con pg la densidad de energia en reposo, h la entalpia por unidad de energia, definida como h =
1+e+ ﬁ, con € la energia interna y p la presiéon. Demuestra que:
(a) Ty utu” = poc? (1+¢€) = p, lo que nos da una forma covariante de definir a la densidad de
energia, [

(b) Sime voy a un sistema de referencia en el que me muevo con el fluido, (este sistema se le llama el

marco comovil), el tensor de energfa esfuerzos del fluido perfecto 9; v+ (6 . 17) v+ “Vg; +Vo=,

con ¢ el potencial gravitatorio.toma la forma

oo’ o
oy o o
A= =)

Demuéstralo.

(c) Finalmente, muestra que la divergencia del tensor de energia esfuerzos igual a cero, T"*, , = 0,
junto con la ecuacién de continuidad, j*. , = 0 implica la ecuacién de Euler para fluidos (en el
limite o relativista), 0; ¥ + (17~ ﬁ) U+ % +V ¢ =, con ¢ el potencial gravitatorio. Muestra
que también implica la forma de la primera ley de la termodindmica para procesos adiabéticos:
dU+pdV =0
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5. El tensor de energia esfuerzos para el campo escalar es

1 (a7
Ty = ¢p Qv + ) Guv (0 ¢ +V(9)),
donde ¢, denota 0, ¢ y V(¢) es el potencial escalar. Muestra que su divergencia igual a cero,

implica a la ecuacion de Klein Gordon:

dv
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Capitulo 5

Fisica en el espacio tiempo

En relatividad especial, velamos e introduciamos conceptos que nos permitian dejar a las ecuaciones de
la Fisica, vimos en particular a las del electromagnetismo, invariantes bajo transforamciones de Lorentz.

Nos preguntamos sobre la elecciéon de coordenadas para estudiar a un problema dado y veiamos que
tampoco deberian las ecuaciones de la Fisica de depender del sistema de coordenadas que uno elija para
estudiar un fenémeno dado y considerabamos la idea de que pudiera ser que no fuesen las coordenadas
las que sean curvilineas, sino que el espacio mismo donde estuviésemos estudiando fuese curvo.

Vimos entonces que nos convenia tner una herramienta matematica que nos permitiera conocer con
claridad cémo pasar de un sistema de coordenadas a otro, o de un sistema inercial a otro, por lo que
introdujimos y estudiamos a los tensores.

Regresando a nuestro planteamiento de que la Fisica sea descrita de un modo genérico, es decir, de
que queremos expresar a las leyes que conocemos en forma covariante, que sean validas manteniendo su
caracter independiente tanto del estado de movimiento del observador como de las coordenas utilizadas.
Es un principio de Relatividad General.

Pero a nivel préctico, queremos escribir las leyes de la Fisica en el cuadriespacio, para el caso plano
y una vez descritas aqui, como dichas leyes deben ser validas en todos los sistemas de referencia y todos
ellos son equivalentes, tendremos que si se vale en un sistema de referencia, debe ser valida en todos.

Pero si ya reescribimos a la ley bajo estudio de un modo covariante en el espacio tiempo plano, sélo
nos resta generalizar dicha ley a cualquier otro espacio-tiempo, plano o no, con coordenadas cartesiana
o no. Y la receta es sencilla: en la ecuacion ya generalizada al caso de espacio-tiempo plano, substituyo
como por punto y coma, es decir, traduzco la derivada usual a derivada covariante, si aparece el tensor
de Minkowski, 1,,,,, se cambia por un tenosr métrico general.

Veamos varios ejemplos de objetos y leyes de la Fisica que describiremos en forma covariante.
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5.1 Cuadrivecctor de flujo

Recordemos la ecuacién para la cuadrivelocidad, —c? = 9uv Ut u” reescrita en el espacio plano es
det\? dz\ > dy 2 dz\>
_ 2= wov (222 - et e
cemn = () + () + (@) + (&)

. dt 2 . da 2 (dy 2 (dz 2

B dr dt dt dt ’
dt\? Uz \ 2 Uy \ 2 v\ 2

— .2 (2 _ i 2y it

N c<d7> (1 ((c)Jr(c)Jr(c)))’
dt\? v\ 2

— _2 (2 _(Z

- (dT) (1 (c) )’ (5-1)

por lo que, en el limite no relativista, cuando las velocidades son mucho menores a la velocidad de la luz,
de la ecuacién anterior tenemos que, el tiempo coordenado tiende a coincidir con el tiempo propio.
Veamos una ecuacién muy importante en Fisica, la ecuacién de continuidad

Figura 5.1: diagrama de continuidad de un flujo.

A po+ V- (po®) =0, (5.2)

que describe el cambio en la densidad, pgy, contenida en un volumen dado, moviéndose a velocidad v. La
ecuacién se deriva considerando de dos maneras el flujo que sale de un volumen Vj: por un lado, dicho
flujo se puede escribir como ¢ po - d f, con d f el vector perpendicular al elemento de area y, por otro
lado, dicho flujo es ; [ podV. Igualando ambas expresiones y usando el teorema de Gauss, llegamos a
la ecuacion de continuidad.

Ahora, la idea es reescribir ésta ecuacién en el espacio tiempo. Para ello notamos dos cosas: primero
que tenemos al llamado vector de flujo o vector de corriente, j = po ¥y, segunda, que podemos
reescribir a la ecuacién de continuidad, en coordenadas cartesiana, como (pg) ¢+ + (po Ul)l = 0. Ambas
ideas nos sugieren definir a un cuadrivector de flujo,

j# = pPo u#7 (53)
y reescribir a la ecuaciéon de continuidad como
3" . =0. (5.4)

Revisando, al desarrollar la ecuacién anterior obtengo j* , = jo’t + ji’i = po uo,t + po ull = po uoﬁt +
pou’ viyi = 0, donde desarrollamos la convencién de suma de Einstein y usamos la definicién del cuadrivec-
tor de flujo y la regla de la cadena. Ahora, si nos vamos al limite newtoniano, que es de donde salié
originalmente la ecuacién, acabamos de mostrar que ahi d¢t = dr, por lo que u® = 1, por lo que vemos que,
en efecto, nuestra ecuacion se reduce a la ecuacién conocida en el limite, por lo tanto, la consideramos
una generalizacion valida de la ecuacién de continuidad al cuadriespacio.
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Muy bien, pero, el o la lector@ atent@ notard que esta no es una ecuacién covariante buona fide.
Sabemos que la derivada normal no respecta el que los objetos queden geométricamente bien definidos.
Cierto, pero la derivada covariante, jsi lo hace! Por lo que proponemos a la ecuacién covariante de
continuidad, o, simplemente, a la ecuacién de continuidad como

., =0. (5.5)

Esta si. Es una ecuacién covariante, vélida en un sistema de referencia (el plano), por lo tanto, vélida en
todos los sistemas de referencia. ;Qué tal?

5.1.1 Geodésicas de nuevo

Otra ecaucién muy importante es la de las geodésicas que ya vimos, ec.(4.72). Pero no se ve muy
covariante con los simbolos de Christoffel ahi explicitos que, ademas, ya vimos que son la coneccién afin
y no estan geométricamente bien definidos. Las podemos reescribir como

dut

Ahora, es 1til notal que, para un objeto funcién de las coordenadas, por regla de la cadena:

dA 0A dz?
20 2T AR 5.7
dr Odz* drt AU (5:7)
por lo que podemos reescribir al primer término de la ecuacién de geodésicas como

(uu, A+ THax ua) ut = 0, (5.8)

donde factorizamos a la cuadrivelocidad, aprovechando que su indice es mudo en los dos sumandos. Pero
el término entre paréntesis jno es sino la derivada covariante de u#!. Por ello, podemos escribir a la
ecuacion de las geodésicas como
B
ut, u” =0, (5.9)

que ya quedan claramente covariantes y muy elegantes.
Antes de dejar a las geoésicas, es interesante ver su limite newtoniano. Considerando el término con
los Christoffels, desarrollamos el término con las velocidades:

dz® dzf det)? det dxt dzt dxd
Myg——— = T*¥ —_— 2T g, — | K —_,
B dr dr 00 (dT) + “Cdr dr T dr dr
dz dz® da’ dt\?
— I ITH. TH.. 2 (=
( o0+ 2t 0 oy T ”dctdct> ¢ (dT) ’
i gl dt\ 2
= (I‘“oo + 2%, % + 1My, % Uc> c? <d7’) , (5.10)

como antes. En el limite newtoniano, v << ¢ en cualquiera de sus componentes y dt = dr. Por lo que
este término de la ecuacién geodésica se reduce a ¢ ', ya que como veremos, también el término I'*¢
es el dominante en los Christoffels.

En efecto, para acercarnos al caso newtoniano, de coordenadas cartesianas, podemos considerar que la
métrica es sélo una pequena desviacién de la plana, y que esta desviacién no depende del tiempo (como
en general se comportan los potenciales gravitatorios newtonianos). De la definicién del Christoffel,
ec., tenemos que I'*yg = %g’“’ (2950,ct — g00,0) = €n*7 ¢ »; donde usamos que es estatica, que
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Juv = Nuv +€hy,, con e << 1, lo que implica que g"* = " —eh,,,, asi como denotamos a hgg = —2 ¢,
con ¢ una funcién adimensional. Los demads coeficientes de Christoffel son méas pequenos.
Respecto al primer término de la ecucién de geodésicas, desarrollamos la suma de Einstein: u# ) ut =
0 v

ut cpul +ut u =, por lo que la ecuacién geodésica en el limite newtoniano se reduce a

v
0 2
u (u”,ct +ut ) +ent? (¢ ¢), =0,
c
por lo que, la componente u = 0, recordando que consideramos un campo estatico, implica a primer
orden, que u’ .+ = 0. Como ya tenfamos que a este orden, u’ = ¢, la ecuacién nos dice que se queda

con el valor constante, la de la luz; el tiempo coordenado sigue siendo muy cercano al tiempo propio. La
0 v’

componente espacial, i1 = j, considerando u® = ¢ y de nuevo usando que u’ = u -

, implica:
T+ T-Vi+ V(e p) =0, (5.11)

al identificar a ¢ con el potencial gravitatorio, adimensional, obtenemos jla ecuaciéon de Euler de los
fluidos! En el caso sin presién y en presencia de un potencial gravitatorio.

Muy interesante. De este modo, vemos que el limite newtoniano de las ecuaciones de geodésicas no
son una especie de segunda ley en el cuadriespacio, donde se hablabla de una ”fuerza geométrica”, sino
que su limite nos lleva a las ecuaciones de Euler de los fluidos. Las particulas al moverse libremente en
el espacio curvo, generalizan al movimiento de los fluidos.

5.1.2 Electromagnetismo en 4d

De este modo, vamos viendo la manera de reescribir a las leyes de la Fisica del lenguaje newtoniano a
la descripcién primero en el cuadriespacio y después de una modo completamentamente covariante, asi
como la manera de regresar una ecuacién covariante, al caso newtoniano.

Veamos ahora a las ecuaciones del electromagnetismo,

Figura 5.2: Descarga producida por bobinas Tesla.

las ecuaciones Maxwell:

—

V-E=2=2e, c00 E— LV x B=A4njo, (5.12)
V-B=0, %atéﬂ(ﬁxﬁ:o, (5.13)

donde E,E son los campos eléctrico y magnético, pg es la densidad de carga y ng la corriente y
€0, o son la permetitividad eléctrica en el vacio y la permeabilidad magnética en el vacio (o constante
magnética),respectivamente y satisfacen g, o = 1/c.

Es interesante notar que las ecuaciones de la electrodindmica forman un sistema contrenido, con
restricciones, es decir, el sistema de ecuaciones diferenciales consiste de seis ecuaciones de evolucion y
dos ecuaciones que no evolucionan, es decir, que se deben satisfacer a todo tiempo y a éstas se les llama
constricciones. Esto es algo comun con la interaccién gravitatoria. Nétese también la asimetriia de las
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ecuaciones, no hay una carga monopolar magnética, ni su correspondiente corriente. Esto es algo que
a algunos investigadores les ha parecido iconsistente y dedican su vida a la bisqueda del mono-polo
magnético. En la opinién de los autores, no es justificada dicha busqueda, jasi estan bien las ecuaciones
de Maxwell!

Queremos entonces escribir a las ecuaciones de Maxwell de un modo covariante, independiente del
sistema de coordenadas con las que se describan o del estado de movimiento de quien las observe. En-
tonces, las ecuaciones de Maxwell deben ser descritas en el espacio-tiempo. Ya vimos que para definir
objetos ahi, hemos unido conceptos como tiempo y espacio, energia y momento, carga y corriente. Es de
suponer entonces que queremos unir en un sélo objeto a los campos eléctrico y magnético.

Son entonces seis entradas, por lo que no caben en un tensor, si me voy al siguiente objeto, es un
tensor de dos indices, pero en general éste tiene 16 entradas independientes (en 4d), por lo que se pasa.
Sin embargo, si consideramos que dicho tensor sea simétrico, tendremos diez entradas independientes vy,
si consideramos que sea antisimétrico, me quedan seis, suena bien.

Consideremos entonces, para que sea el objeto que une en un sélo concepto a los campos campos
eléctrico y magnético, un tensor con dos indices antisimétrico, F#¥ = —F”*. Queremos reproducir,
reescribir las ecuaciones de Maxwell. Muy bien, fijfémonos en las primeras cuatro , ecs. 7 una que es
constriccién y otra es una vectorial. En ambas aparecen los campos derivados y estdn igualadas a carga
y corriente. Con lo que ya hemos visto, vemos que para el lado derecho definiremos al cuadrivector de
corriente o flujo de carga, j*, = (pQ,fQ). Del lado izquierdo, tenemos derivadas de los campos, es decir,
deber entrar derivadas del tensor F' y, como queremos cuatro ecuaciones, suena natural probar con la
divergencia, es decir, consideremos

A (5.14)
Al hacer = 0, obtengo F°V , = j°, es decir, F°%; = pg, donde usamos que F = 0, por antisimetria,
comparando con las ecuaciones que queremos reproducir, vemos que, haciendo F°? = ¢y E?, recuperamos
la de Coulomb. jVamos bien!

Hagamos entonces i = j, del lado derecho obtenemos la componente j de la corriente y del izquierdo
Fi0, 4+ Fil,; recordando que F’!; = 0 cuando j = I. F’9 ya lo identificamos como la componente
7 del campo eléctrico, obteniendo ¢ E]t7 muy bien e identificamos a F7! 1 como a la componente j del
rotacional de un vector, por lo que, tomando a dicho vector como B /mug, obtenemos que haciendo p = j
en ec. , obtenemos la componente j del la ecuaciéon vectorial de ec. . iPerfecto! Ya tenemos
entonces que, en efecto, ec. es la manera de escribir a cuatro de las ecuaciones de Maxwell en el
cuadriespacio.

Para terminar, usando el principio de equivalencia, vemos que las ecuaciones son correctas en el espacio
plano y con coordenadas cartesianas y estan escritas de un modo valido en plano, su generalizaciéon a
cualquier espacio curvo o con coordenadas curvilineas es, siguiendo la receta, , —;:

Frv., =gt (5.15)
son las primeras cuatro ecuaciones de Maxwell perfectamente covariantes. El tensor F' tiene entonces la
forma

0 €0 El €0 E2 €0 E3
_ 1 1 _ 1
oo — | 0 0 TR TR (5.16)
—€p E2 -1 Bg 0 L Bl ’
3 IHOB 1 B “00
— B g ~ B

y se le conoce como tensor de Faraday (jde ahi la F!).
Las otras cuatro ecuaciones de Maxwell, ecs., no son tan intuitivas, pero se puede mostrar que
las ecuaciones
FMV;/\+F)\M;V+FV)\;M:07 (517)
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en efecto, reproducen a las otras cuatro ecuaciones, cuando me reduzco al caso plano, considerando coma,
en vez de punto y coma. Queda de tarea comprobarlo, teniendo cuidado de bajar los indices, es facil ver
que el tensor con indices abajo, covariante, es también antisimétrico. Nétese que son muchas ecuaciones,
i64! v nosotros s6lo queremos cuatro, por lo que muchas son idénticamente cero y otras son equivalentes,
demuéstralo.

De este modo, vemos que las ecuaciones de Maxwell son descritas por ecs. de un modo
completamente covariante, por lo que su forma no cambia bajo transformaciones de sistemas de referencia,
no sélo para transformaciones de Lorentz, sino para cualquier transformacion entre sistemas inerciales y
descritas en cualquier sistema de coordenadas.

Por ello, nos esperamos hasta ahora para probar que la teoria electromagnética es una teoria co-
variante, por ello no lo mostramos en la seccién de relatividad especial, a pesar de que fue una de las
motiviciones de Lorentz, encontrar unas transformaciones que dejaran invariantes a las ecuaciones de
Maxwell, pues ahora vemos que no es por las transformaciones sino por la manera de escribir a las
ecuaciones como vemos y probamos su covariancia.

Vemos asi, como se va haciendo la conexién con la Fisica conocida y se describe en este nuevo contexto
de espacio tiempo de manera covariante en dicho espacio-tiempo.

Otro punto interesante, es la existencia o uso de los potenciales electromagnéticos. De cursos anteri-
ores, sabemos que es posible expresar a los campos eléctrico y magnético en términos de dos potenciales,
uno vectorial, A y uno escalar, ¢ de la siguiente manera:

E=-0,A+V¢, B=V x A. (5.18)

Nuevamente, queremos unir estos potenciales, que son cuatro componentes, en un sélo concepto. Ya
con la experiencia que tenemos, es de esperar que el objeto sea

—.

At = (¢, A), (5.19)

el que sea un cuadrivector bien definido, lo tomamos como definicién, es decir, consideramos que, en efecto,
bajo una transformacién de coordenadas, se transforma como dicta la regla, imponiendo condiciones al
potencial escalar y vectorial.

Y, de las ecuaciones ecs. y la definicién del tensor de Faraday en términos de los campos
eléctrico y magnético, nos permite inferir que este tensor de Faraday se relaciona con el cuadripotencial
de la siguiente manera:

Fuv=2A1,, (5.20)

los paréntesis cuadrados me indican antisimetrizacién, Aj,.,) = %(pr
; ;

derivada covariante antisimetrizada se reduce a la derivada usual, se anulan los Christoffels, por lo que

—A,,,). Es fécil ver que la

podemos escribir F),, = A[, ,),, pero se ve feyucho. Es importante notar que al cuadripotencial le podemos
sumar el gradiente de una funcién escalar arbitraria y, dado que las derivadas normales conmutan, la
definiciéon del tensor de Faraday, que es, a fin de cuentas, lo que tiene Fisica, no cambia. Esta propiedad
se conoce como libertad de norma del potencial electromagnético:

A=Ay + f@), p = Fuw =2 A5 =2 A, (5.21)

por lo que siempre es posible elegir una componente del potencial electromagnético arbitrariamente, o
dar una relacién arbitraria entre dichas componentes.

Asi, podemos reescribir a las ecuaciones de Maxwell ahora en términos del cuadripotencial, queda
de tarea hacerlo y pensar una norma que le da un sentido muy interesante a las ecuaciones asi escritas,
jinténtalo lector!
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Las ecuaciones de Maxwell nos permiten ver varias propiedades de las ecuaciones escritas de modo
covariante. Para empezar, veamos una relaciéon muy tutil. Desde el dlgebra matricial se conoce la siguiente
relacion general. Dada una matriz A con determinante A, dicha relacién es:

dA =Tt (AdA) , (5.22)

con A la matriz adjunta de A. Pero en nuestro caso, A=AA"' con A! la mariz inversa. Entonces
d(InA)=Tr (A"'dA4), (5.23)
Con lo que, para el caso del tensor métrico, tenemos la siguiente relacion:

) = guy Guv X, (524)
-9
con g el determinante del tensor métrico y le puse el menos pues ya sabemos que son espacios lorentzianos.
Esta es una relaciéon muy 1til que nos permite simplicar varias de las ecuaciones que se obtienen.
Por ejemplo, tenemos que para los simbolos de Christoffel se puede ver que la contraccién de sus
indices implica

1 v
Dix = 59" 9w 1 (5.25)

por lo que, usando la relacién recién derivada, tenemos que podemos expresar a los Christoffels contraidos
como:

A (5.26)

Esta es una relacién no sélo bonita sino muy ttil, veamos que le pasa a la divergencia covariante de un
vector A¥, es decir a A¥,, que vemos que es una divergencia, derivarlo cada indice por su correspondiente
;
coordenada:

Al = AR TR AN (5.27)
+ 0 g

V=9
(\/ _gA,)\)\ + V _g,)\ AA) P

(V=94 ,- (5.28)

= A

“>,>/

-3

Se va la derivada covariante y me queda la derivada usual. Esto ayuda mucho a simplificar los
calculos y a estudiar a las ecuaciones. También se tiene que, para un tensor antisimétrico, F*¥ = —FFY,
su divergencia satisface la relacion:

Fiv = (V=g F™) . (5.29)

1
v—9
Y, para un escalar, ¢, su D’Alambertiano, (0 ¢ = V* V, ¢, satisface

1

V=9

iQue cosa! Ya que la aprendemos a usar, jla queremos quitar!.

0 (V=99" 6, , - (5.30)
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Figura 5.3: Comportamientos de los fluidos.

5.1.3 Hidrodinamica 4d

Otro tipo de materia, materia-energia, que es importante poder describir en forma covariante son los
fluidos.

Son sistemas muy interesantes que describen muchos de los fenémenos con los que estamos en contacto
y que nos interesaran en la relatividad general.

Dada la definicién de fluido, como la da Laudau, por ejemplo [?], como un sistema macroscépico,
un medio denso, lo que implica que cualquier elemento de volumen del fluido, por mas pequenio que se
considere, es suficientemente grande para contener una gran cantidad de moléculas.

Una particula de fluido, en el sentido dado arriba, es la que sigue una trayectoria determinada por
una velocidad ¢ y tiene densidad pg, lo que nos permite definir al vector de flujo y su generalizacion al
cuadriespacio, ec. y su correspondiente ecuaciéon de conservacion, ec.:

J* = po u*, ", =0 (5.31)

También ya vimos que la ecuacion de las geodésicas, es la manera covariante de escribir a las ecauciénes
de Euler en el caso sin presién. Entonces, como queremos un objeto que, al sacarle la divergencia (como
ya vimos en el caso de electromagnetismo y el tensor de Faraday), me de las de Euler, podemos definir
al siguiente objeto, geométricamente bien definido:

T = pour u”, (5.32)

al sacarle la divergencia e igualarla a cero, usando las propiedades de regla de Leibnitz para la derivada
covariante:
Y., =u" (po u”);y + pout,, u” =0,

)

pero el primer sumando se anula independientemente por la conservacién del flujo, por lo que la diver-
gencia del tensor igualada a cero nos da un término proporcional a la ecuacién de las geodésicas, que
ya vimos que son la generalizacién de las ecuaciones de Euler en el cuadriespacio. De este modo, nos

3
fluido sin presién. Este tipo de fluido con presion cero se les conoce en relatividad general como polvo.

convencemos de que el tensor dado por la ec. (5.32)), junto con la ecuacién de continuidad, describen a un
Agregar un término que, en el limite newtoniano que de el término de presion en las ecuaciones de
Euler, v p/po, es directo, basta con anadirle al de polvo un término con presién, p sin embargo hay que
sumarlo también en el témino de la densidad porque en el espacio tiempo de Minkowski un observador
que se mueve con las pariculas no siente ninguna presién. Dado que la derivada covariante no ve al tensor

métrico, tenemos:
T = (poc® + p)utu’ +pg"”, (5.33)

sabemos geu al tomar la divergencia aparecerd un término p , g*” que, al considerar una presién que sea
independinte del tiempo, nos llevard en el limite newtoniano (también se debe considerar que el término
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de la presién es muy pequeno comparado con la densidad) a tener sumado al término de las geodésicas,
un término con ﬁp. Finalmente, al dividir entre el a densidad, pgy, recuperamos las ecuaciones de Euler
con todo y término de presion.

Sin embargo, para tener un fluido general que incluya procesos internos se modifica el primer coeficiente

del tensor dado por ec. (5.33]) obteniendo:

ut u”

THY = poc? h +pg, (5.34)

c2

con pg la densidad de energia en reposo, h la entalpia por unidad de energia, definida como h = 14+€e+ ﬁ,
con ¢ la energia interna y p la presion, dejamos explicitos los términos con la velocidad de la luz para
enfatizar a las unidades. Este es el tensor de energia esfuerzos del fluido perfecto.

Veamos nuevamente las ecuaciones que obtenemos al igualar su divergencia a cero. FEntonces, de
ec. , TH"., =0 implica (recuerden que pg,€ y p son escalares, su derivdada covariante se reduce a

la usual).

v

2 u#; v u” v U-v 2 u” ut iy
poc hT+ (I1+e)c(pou”),, +p . + (poc e,u+p7y)? ?—l-p,,,g = 0. (5.35)
Usando la ecuacién de continuidad, dos veces, tanto j”., = 0, como u”,, = —%, obtenemos:
ut. , uY Po u’ ut
poczhé+(p002€7yp d +p7u) — —+p.g"=0. (5.36)
c 00 c c
Ahora, contraemos con u, y obtenemos:
(,00 e, —ppo’u) u” =0, (5.37)
Po

donde pasaron varias cosas. Primero, u, u*.,, = 0, demuéstralo, es buen ejercicio. Esto nos quité el
9 i H 9 }
. 7 . _ 2 . . .
primer término. Al contraer tenemos que u, ut = —c (;no es sugestivo para la pregunta anterior?) y
con gM” le sube el indice, por lo que se cancelan los términos de derivada de presién. Y asi, llegamos a

ec. (5.37).
Usando esta ecuacién de regreso en ec. ([5.35)

ut., u” Py u ub u?
: ’ v = 0. 5.38
c? + poc®h (g + c? ) (5.38)

, tenemos que la podemos reescribir como

que es, finalmente, la ecuacion generalizada de Euler para fluidos perfectos con presién y energia interna,
totalmente covariante. En efecto, notemos inicialmente que no son cuatro ecuaciones, ya sélo son tres
independientes, pues, al contraer con u, queda idénticamente igual a cero. Segundo, el término pg ch=
poc® (14€)+p=puc®+ p, donde hemos definido a

p=po (14, (5.39)

como la densidad total de energia. en la fisica newtoniana, la cotidiana, el término de presién es muchisimo
menor que el término de densidad por la velocidad de la luz al cuadrado. Esta es una de las razones
de mantener unidades, poder tener intuicién de los érdenes de magnitud de las cantidades fisicas. Aun
si consideramos presiones que nos parecerian enormes, como la presiéon en los abismos marinos, a doce
kilémetros de profundidad, ese término sigue siendo mucho menor que la densidad por la velocidad de la
luz al cuadrado. Este término de presion serd significativo sélo en condiciones de altas, altisimas presiones,

ub u’
c2

como en una estrella de neutrones; en los casos usuales, se puede despreciar. Asi mismo, el término
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en general se puede despreciar frente al término de la métrica; el que podria pintar es la componente 00,
pero, como en el caso newtoniano consideramos que la presién no depende del tiempo, este término es
cero, por lo que la ecuacién l| en el limite newtoniano se reduce a ut,, u” + 22 gh¥ = 0, que ya
sabemos que nos llevara a las ecuciones de Euler usuales, con p representando a la densidad newtoniana,
pero sabemos que incluye la densidad en reposo, pg y una densidad de energia interna, € pg.

Por tdltimo, como T*",,, = 0, son cuatro ecuaciones, y ya vimos que incluye la generalizacién covariante
de las tres de Euler (tres, pues es una ecuacién vectorial), ;Qué pasa con la cuarta? Para ver esto,
regresamos a la ecuacién que tambien obtuvimos de pedir que se anulara la divergencia, la ecuacién
(5.37). Ya vimos que a,, u” = g—ﬁ, cuando a es una funciéon de las coordenadas, entonces podemos
reescribir dicha ecuaciéon como

5 de B
R
donde reacomodamos un poco y multiplicamos por una masa caracteristica del sistema, la masa de cada
particula de fluido, por ejemplo. Pero d (p%) =dV, con V un volumen caracteristico del sistema. Como
T es un parametro, puedo entonces escribir esta ecuaciéon como

AU +pdV =0, (5.40)

donde definimos a U = m c?e. Pero esta es la energia interna del sistema, por lo que podemos ver que
recuperamos la primera ley de la termodindmica para procesos adiabéticos, d Q = 0.

De este modo, vemos que la divergencia igual a cero del tensor de energia esfuerzos del fluido perfecto
contiene a la generalizacion covariante de las ecuaciones de Euler, asi como a la de la primera ley de la
termo, implicando que los procesos descritos por estos fluidos, son adiabaticos.

5.1.4 Campo escalar

Finalmente, queremos mencionar a otro tensor de energia esfuerzos que describe a otro tipo de materia:
el campo escalar. Este es un campo interesante y los autores de las presentes notas lo han trabajado
en diversas investigaciones, estudiando la posibilidad de que la materia obscura, algo que mencionaremos
en el capitulo de cosmologia, sea descrita por dicho campo escalar.

Por ahora, basta con que presentemos al tensor de energia esfuerzos para el campo escalar:

C4

T = s (9000 + 3000 609" + V) ) (5.41)

871G

donde ¢,, denota 9, ¢ y V(¢) es el potencial escalar. Queda de tarea mostrar que su divergencia igual a
cero, implica a la ecuacién de Klein Gordon:
dVv
O¢— — =0. 5.42
o= (5.42)
Esta es la ecuacién que rige la dindmica del campo escalar. Es una dindmica muy rica y, hasta donde
hemos investigado, el campo escalar (complejo) sigue siendo un candidato viable para describir a la
materia obscura. El campo escalar también se usa para describir otras posibles etapas de la evolucién
de nuesro Universo, asi como para describir estados condensados de las particulas, al identificarlo con la
funcién de onda.

66



Capitulo 6

Principio de equivalencia

Ya armados con el dlgebra tensorial, tenemos entonces que podemos reescribir a las leyes de la Fisica de un
modo perfectamente covariante, es decir independiente del observador en particular y de las coordenadas
que se usen y, ademds, sabemos cémo pasar de un sistema de referencia dado a cualquier otro.

Esto inclusive ya es méas de lo necesario, pues la Fisica estd definida entre sistemas de referencia
inerciales; nosotros tenemos leyes de transformacién entre cualesquiera sistemas, y en si nos interesan las
transformaciones entre sistemas de referencia inerciales, eso si, independientemente de las coordenadas
que se estén usando. Estas transformaciones son un poco mas generales que las de Lorentz, pues incluyen
translaciones y, de hecho, forman un grupo, el llamado grupo de Poincaré, Asi que vemos que las leyes de
la Fisica no dependen del sistema de referencia. Por otro lado, tenemos este resultado que los cuerpos, al
estar libres de fuerzas que actien sobre ellos, siguen rectas que, cuando el espacio es curvo, dichas “rectas”
son geodésicas, es decir, ya no siguen el quinto postulado de Euclides, pero siguen siendo las trayectorias

(i)
181
L

Figura 6.1: Euclides, 325 - 265 antes de Cristo y fragmento de papiro de Los elementos.

que minimizan la distancia, en un espacio dado caracterizado por el tensor métrico, g,5. Entonces,
cuando vemos una trayectoria no-recta y consideramos que hay una fuerza que actia sobre ella, por
primera ley de Newton, ; podriamos pensar que no es que haya fuerza, sino que si es recta pero en espacio
curvo? Es decir, cuando vemos las trayectorias de los cuerpos en el sistema solar, digamos a las elipses,
la idea de Newton es que siguen esa trayectoria debido a la accién de la Fuerza gravitatoria que ejerce
el Sol sobrel los planetas, pero, ;pudiera ser que siguen esa trayectoria, no por la accién de una fuerza,
sino que dicha trayectoria es la recta en un espacio-curvo? De este modo, dada la trayectoria, podriamos
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determinar cudl es la curvatuar del espacio tiempo que tiene como geodésicas a dichas trayectorias... Muy

Figura 6.2: Tridngulo formado por geodésicas en la esfera

interesante. Estos razonamientos nos llevan a entender la postulacién del principio de equivalencia:
Un campo gravitacional se puede describir como un sistema en espacio curvo, nos llevan a una propuesta
bésicamente genial. No sabemos si asi se le ocurrié a Albert Einstein, pues, como mencionamos, no era
dado a citas ni agradecimientos, pero es una posibilidad que lo haya pensado asi.

Otra manera de postular esta equivalencia entre gravitacién y curvatura se tiene lléndonos hasta la
época de Galileo. él nota que los cuerpos caen al mismo tiempo, independiente de su masa, es decir, que
la fuerza gravitacional actia del mismo modo sobre todos los cuerpos. Ya con Newton, se propone que la
masa que aparece en su segunda ley, que se le llama masa inercial, es la misma que la masa que aparece
en su su ley de gravitacién universal, la masa gravitacional y se han hecho muchos experimentos donde
se demuestra que, efectivamente, estas masas coinciden.

Einstein, al pensar sobre esto, se da cuenta de que si uno esta en un sistema bajo un campo grav-
itacional, digamos constante para simplificar la idea o uno estd en un sistema acelerado, en este caso el
equivalente seria con aceleracién uniforme entonces, como la aceleracién actia sobre los cuerpos indepen-
dientemente de su masa inercial y la fuerza de gravedad también actia sobre los cuerpos independien-
temente de su masa gravitacional y, como ambas son equivalentes. El considera que son la misma. Por
otro lado, si estoy en un sistema cerrado en caida libre, todos los cuerpos, yo incluido, flotariamos. Todos
respondemos igual a esa aceleracién, por lo que jno podriamos detectarla! Es como si estuviésemos en un
sistema inercial.

Con ello, llegamos nuevamente al principio de equivalencia. En efecto, Einstein propone el Principio
de equivalencia de la Gravitaciéon y la inercia, que es: En cada punto del espacio tiempo en un
campo gravitacional arbitrario, es posible elegir un sistema coordenado localmente inercial tal que, dentro
de una region suficientemente pequena alrededor de dicho punto, las leyes de la Naturaleza toman la
misma forma que en un sistema de coordenadas cartesianas no acelerado en ausencia de gravedad.

De este modo, uniéndo a estas dos ideas, primero que un sistema no acelerado, es un sistema sin
campo gravitacional y lo puedo describir como el espacio tiempo de Minkowski, un sistema acelerado,
donde actia un campo gravitacional, lo describo como un sistema en el espacio-tiempo donde el elemento
de linea queda descrito por el tensor métrico, g,,. Y, el principio de equivalencia lo veo como en cualquier
punto de un espacio tiempo curvo, puedo dar una regién en la cual la métrica se reduce a la de Minkowski.

Notemos que, al derivar al limite newtoniano de la ecuaciéon de geodésicas y obtener las ecuaciones de
Euler, ec. 7 obtuvimos que identificAbamos

gooz—(1+2¢>, (6.1)

c2

con ¢ el potencial newtioniano. Es decir, ya estdbamos obteniendo que la geometria, dada por el tensor
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métrico, se relaciona con la fuerza gravitatoria, en especifico con el potencial gravitatorio. Vemos que ya
se dibuja esta relacién entre espacio curvo, descrito por la métrica y el potencial gravitacional.

Esta relacién nos permite ver el Principio de equivalencia de la Gravitacién y la inercia como lo
habiamos postulado también: El no tener campo gravitacional lo interpreto como espacio plano, Minkowski
y un espacio curvo lo asociaré con una métrica. Asi, el principio de equivalencia lo interpretamos que en
una regién suficientemente cercana a cualquier punto del espacio tiempo la métrica la puedo ver como
plana. Tengo asi la analogia con el axioma de superficies de Gauss, que cualquier punto de una superficie
curva en una cierta vecindad, se puede asociar a una region en al plano tangente a la superficie en ese
punto, i. e. las superficies curvas son localmente planas.

Es importante notar quedan varios detalles que el la lector@ atent@ puede notar. Esta bien, ya se
tiene esta analogia entre curvatura y campos gravitacionales. Sin embargo, dado un espacio-tiempo,
digamos plano, jes plano independientemente de las coordenadas que yo utilice para describirlo! Es claro
que hay que refinar esta idea de que coordenadas curvilineas representan un espacio curvo. Necesitamos
una manera invariante de caracterizar la curvatura y esa estara dada por un tensor, que es el de Riemann.
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Ejercicios 6
. Derivada covariante

Demuestra explicitamente la igualdad:

gy —utyp =u’ Ry, (6.2)

donde u® es un cuadrivector.

. Bianchi
Usando las propiedades de simetria y antisimetr’ia del tensor de Riemann descritas en clase, com-
prueba las identidades de Bianchi:

RA#VK;H+RA#”V;K+RA#HU;V:0, (63)
Ayuda: Hazlo en un sistema de coordenadas localmente inercial.

. Espacio tiempo plano < Riemann=0
Discute este teorema y sus aplicaciones, asi como esboza una demostracion de él, en ambas direc-
ciones.

. Riemann
Partiendo de la expresién para el tensor de Riemann derivada en clase:

RaV}\P: Sp,)\i gA,erriurﬁp*ngFﬁp (64)

demuestra que en su forma covariante se puede escribir como

1 o o
R)\,uun = 5 (gltv,n)\ _g)\u,n#"’_g)\n,uu _g/tn,v)\) _gna (FZ)\FNR _FZ)\P#y)v (65)

. Ricci y el escalar de curvatura

Escribe en términos de los Christoffel y la métrica en la forma mas simplificada posible, las expre-
siones para el tensor de Ricci y para el escalar de curvatura.

. Espacio tiempo esféricamente simétrico y estatico A partir de la forma del elemento de linea
para el espacio tiempo esféricamente simétrico y estatico,

ds* = —S(r)dt* + C(r)dt dr + T(r) dr?* + D(r)r? dQ?, (6.6)
demuestra que, redefiniendo a la coordenada radial y temporal, se puede llevar a la forma

ds? = —A(r) dt* + B(r) dr® + r? dQ?, (6.7)

. Geodésicas en Schwarzschild Muestra que las expresiones obtenidas en clase para £ en términos
de las cantidades conservadas, efectivamente satisfacen las ecuaciones geodésicas. Hay que calcular
(o buscar) los Christoffels, ni modo.
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Capitulo 7

Curvatura, Riemann

Ya tenemos una manera de expresar a las leyes de la Fisica en un contexto de espacio-tiempo, de co-
ordenadas curvilineas, de modo que queden descritas independientemente de las coordenadas utilizadas
y sabemos c¢émo se transforman bajo cambios de coordenadas o de sistemas de referencia, para lo que
utilizamos la formulacién tensorial y asi, las leyes de la Fisica, al quedar como ecuaciones tensoriales,
quedan invariantes bajo transformaciones de coordenadas o de sistemas de referencia.

También ya vimos la equivalencia entre coordenadas curvilineas en el espacio tiempo y un campo
gravitacional.

Por otro lado, como ya mencionamos, el estudiante atento y despierto, no asustado por la formulacion,
nota que las caracteristicas y propiedades de un espacio-tiempo, no pueden depender de las coordenadas
que yo use para describirlo. Si es plano, sera plano independientemente de que yo use, para describirlo,
un sistema de coordenadas cartesiano o un sistema con coordenadas curvilineas. Por lo que si hay una
relacion entre las coordenadas y aceleracién o curvatura, pero hay que profundizar més en esta relacion.

Hay que ver con detalle esta idea de la curvatura de un espacio-tiempo. Podemos guiarnos con la
ecuacion de la fuerza gravitacional, la ley gravitacional de Newton

=3 mipma .
F=G——7, (7.1)
r
que nos conviene usar el hecho de que, para fuerzas conservativas, ellas pueden ser derivadas a partir de
un potencial, F' = —V¢, por lo que tengo
mi1ma .
— T

Vo = -G (7.2)

r
Por otro lado, por el teorema de Gauss se tiene que fs F.hdS = 47 G My, con lo que, podemos
reescribir fs 6(& -ndS =—-47G fv pdV, donde hemos usando la definicién de la masa, My como la
integral de la densidad, p, sobre el volumen. Entonces, usando el teorema de la divergencia obtenemos
fv V2pdV =4nG fv pdV, donde, el operador V2 = V- ﬁ, se conoce como el Laplaciano. Como
esta identidad es vélida para un volumen arbitrario, llegamos entonces a la siguiente manera de reescribir
a la ley de Gravitacién Universal, que se conoce como la ecuacién de Poisson:

VZp=471Gp. (7.3)

Por otro lado, ya vimos que el potencial gravitacional, ¢, lo puedo asociar con los coeficientes métricos,
guv- En si, vimos que se relaciona con ggp a primer orden y consideramos que esta relacién se da para
todos los coeficientes. Por lo que, como mencionamos, guidndonos con la ecuacion de Poisson, para
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Figura 7.1: Simedén Denise Poisson, 1781 - 1840.

verla en el espacio tiempo, debemos construir un tensor que tenga que ver con segundas derivadas de los
coeficientes métricos.

Ya hemos mostrado que las primeras derivadas de los coeficientes métricos se relacionan con, los
simbolos de Christoffel, que no definen a un tensor. Partamos desde aqui. De la transformacion de la
conexién afin, ec. , (escrita para las coordenadas no-primadas):

Ot oY ox% 8 n dzr 9228
VAT 9xB dxr oxv VY 9xB dxv dx

(7.4)

’

. 8248 . . . .
de donde despejamos 777%—x y vamos a usar el mismo truco que usamos para demostrar la invariancia
del intervalo, es decir, derivar y jugar con los indices. Considerando el término con segundas derivadas:

dat 9P, Ot 9z da® g (75)
oxB" dxv dxN VA 9xP dx> dxv VO ’
despejando, recuerda lector@ que lo hacemos utilizando al indice libre, p:
oz Ozt 92zP B oz’ uo ozt oz oz 8’
dxr OxP Oxv Oz Ox vA - 9zB Qzr dav VY
02z’ oz’ L oz oz
—_— = — Y 7.6
Ox” Oz oz~ VA Pz Pav O (7.6)
y volviendo a derivar:
Pz’ 9% + 2 9z Fﬂ 822" 0a” N 01" P’ \ . 027 0x” a7
dzP Oz dx>  OxP dxh v VAP OxP Ox> Oxrv  Ox* OxP Oz O 9xN fzv Oxp
3x° oz’ oz oz 929 Ox™
- ~ . o~ = Fa FUI ’ FU/ ! ’
OxP Ox¥ Oz (8350‘ PR D 833“ 5) vAp T Pgh dzv dxr VT +

oxY oz oz oxd" oz [ 02 oz 0z . /
- I, — 7, ., e — e, | |19,
(( dxt ~ PN Pxr Gxp T TE ) oz” + oz (81“ PY. Qgp Ozv T € ) ) v'e

oz’ o Az 9z oz
= S (T, + 0T — S 5 o (r L5+ TS T 5 T T )
oz’ oz’ oz’ oxt
" o
- <5mp Tox+ 9ar dxv Toat oz I‘{f,;) Qg VO
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Claramente se ven feyuchos los términos que tienen productos de gammas y gammas primadas, pero
si obtengo la misma expresién con los indices p y A intercambiados (en los términos con gamma prima

renombro v’ y 7/, que son mudos):

PPz’ dx”’ dz™ 9z dx™ / / ,
— (0% (e 1% _ o g € o
S = 3 (Fl,pAJrF,\#Fl,p) S o S (Vs + T8 T8 5 4T 5 T2 ) +
9z’ 0z 9z’ ax
_<a F”+8,,F” apr;‘A)aﬂr,g, (7.8)

al restar ambas expresiones, el lado izquierdo se cancela pues las derivadas conmutan, del lado derecho
se van los términos con gamma y gamma prima y obtengo:

’

0= ngz (TP x = Tox, + TR, T, — 15, T0)
?axx aaxé aax (0550 oo D5 T8+ T T = Ty e = TS0, T 0 = T DT
es decir:
0= gﬁ: (Tg, 2 =Ty, + T8, T, =10, T ) — ‘23;1 ga;ci %I;P (PU’ P ngé’ R +F$’ 5 %0 —T5s Fg: ¢

(7.10)
ies el mismo objeto en coordenadas primadas y no primadas!, {Un tensor! Paso al lado derecho y despejo:

9z° ox Oz OxP

7] L € FE' /+F£/ w’ Fn el Ff—,/w/ Fg/ e = 91 Oz Oz Oz (F(lfp,)\ - 3)\,,0 +F§ul—‘lljp - Fgu Pllf)\)
(7.11)
es decir D D D 5P
/ iy T T T
B¢ = Oz~ Ox& Oxv' Oz B%p, (7.12)
donde
R V)\p_ryp)\ SA’p-FFfMFﬁp—Fg#F’:A, (713)

es una cantidad tensorial, de hecho, La cantidad tensorial, se le conoce como el tensor de Riemann, pues
lo dedujo Riemann en sus trabajos sobre hipersuperficies.

Figura 7.2: Georg Friedrich Bernhard Riemann, 1826 - 1866.
Es justo como lo queremos, bueno, tal vez un poco mas complicado de lo que se podia esperar, pero

es una cantidad tensorial formada con derivadas de las conexiones afines que, al verlas como simbolos
de Christoffel, son segundas derivadas del tensor métrico. Regresando a la ecuacion de Piosson y a la
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analogia entre coeficientes métricos y potenciales gravitacionales, podemos sospechar que este tensor de
Riemann es el que va a intervenir en la generalizacion de la ecuacién de Poisson al caso de espacio-tiempo
curvo.

Mencionamos que la definicién del tensor de Riemann, ec. ([7.13)), claramente tiene una libertad de
signo. Es posible definirlo como menos esta definicion y sigue siendo un tensor con las mismas propiedades.
Un cambio de signo global no lo afecta, es por convencién que se elige uno u otro (como la signatura
de la métrica, aunque en este caso no hay una argumentaciéon para preferir una u otra signatura), sin
embargo, se tiene que ser consistente con la definicién elegida. A final de cuentas, lo que queremos es que
las convenciones sean consistentes y se reduzcan a las leyes de la Fisica conocidas en el limite newtoniano,
donde no hay libertad de elegir al signo, es decir, la ecuacién de Poisson esta fija, no es que se pueda
elegir que el laplaciano del potencial sea igual a menos la densidad. Entonces tomamos esta definicién de
Riemann y mencionamos que en el Weinberg [?], éste la toma como menos la nuestra.

Por ahora veremos que de hecho, este tensor es tinico, es el tinico que se puede construir con segundas
derivadas de los coeficientes métricos y veremos algunas de sus propiedades.

Para empezar, una caracteristica bonita del tensor de Riemann es que es lineal en las segundas
derivadas de la métrica, es decir, cuando considero al tensor de Riemann con todos los indices covariantes,
R)\Mun =9« Rauum utilizando que g » ggp,n =—9°"9ro K= —9°° (gn(r FZ A 9nx FZa)v que ya quedo
de tarea demostrar estas propiedades, se llega a

(Guv . = Drvmp T Irnwpn = Gurwr) +9po (i Th, —T05Thk) (7.14)

DO =

RA/U/H =

también queda de tarea demostrarlo. Esta forma de escribir al tensor de Riemann muestra claramente
su linealidad respecto a las segundas derivadas de la métrica y es util en algunos analisis.

Hay otros dos tensores que son muy utiles y que puedo construir a partir del de Riemann contrayendo
los indices, uno es el tensor de Ricci:

R,,=RS,,=0%, ,~T%, +T, " —T% T4 (7.15)

vap vp,a va,p vao

que aun se puede simplificar, lo dejamos de tarea. Otro es, ya encarrerados, pues subirle el indice al

Figura 7.3: Gregorio Ricci-Curbastro, 1853 - 1925.

Ricci y contraerlo, lo que me da un escalar, el escalar de curvatura:

R=g¢""R,, = R (7.16)
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Ellos juegan un papel muy importante en la fisica, como veremos mads adelante. Por ahora vemos maés
propiedades interesantes del tensor de Riemann y de sus contracciones. Notamos de paso que en la
definicién del tensor de Ricci, también hay una libertad de signo, se puede definir contrayendo el primer
inidice, contravariante, con el tercero, como lo hemos hecho en estas notas, o con el cuarto, siendo de
nuevo, una diferencia de un signo. Mantenemos la presentada, primero con tercero.

El tensor de Riemann si nos habla directamente de la curvatura, aqui si, independientemente de las
coordenadas. Hay un teorema muy bonito que nos dice que FEl tensor de Riemann es cero, si y solo si la
metrica es plana, 1. e., Ry, =0 g,, = n,,. La demostracion de regreso es trivial, pues si la métrica
es plana, se que existe una transforamcién ¢ — 2’ tal que la lleva a la de Minkowski, 1,/ ,» = %; %f, 9o B
y, para Minkowski, los Christoffels son cero, asi como sus derivadas, por lo que Riemann es cero en ese
sistema y, como es una igualdad tensorial, es cero en todos los sistemas de referencia. Para la ida, lo
discutiremos méas adelante.

Veamos de una vez las simetrias del tensor de Riemann y as{ podemos determinar cliantas componentes
independientes tiene y ctantas son cero. De entrada se pensaria que tengo N* componentes, con N la
dimensién del espacio que se estd considerando, para N = 4, json 256!, pero veamos con cuidado.
Considero la forma del tensor de Riemann con los indices abajo y es facil ver directamente las siguientes
simetrias:

1. Simetria
Intercambio de la primer pareja de indices con la segunda

Baxpvie=Rucap (7.17)

2. Antisimetria
Intercambio de indices consecutivos

R)\/LVRZ*RM)\VH:*RA/LRVZRu)\l/)m (718)

3. Ciclicidad
Esta no es tan directa de ver, pero es facil de comprobar, dejo fijo el primero y les doy vuelta a los
tres siguientes:
RApUH+RAﬁuy+RAURy:0 (719)

De aquiya nos queda claro que no puedo formar otras contracciones que Ricci, que fue contraer el
primero con el tercero, pues contraer el primero con el segundo es cero y contraer con el cuarto, sélo
cambia el signo. De hecho hay autores que definen al Ricci con la contracién de primero y cuarto, lo que
me cambia el signo de la definicién. Esto es convencién, como el definir la signatura del elemento de linea
como (—,+,+,4) o (+,—,—, —), nosotros hemos tomado la primera y para Ricci, lo contraemos con el
tercero. Al ver otros textos, hay que ver la convencién de signos que usan.

Ahora si podemos contar cudntas componentes independientes tiene el tensor de Riemman. Recorde-
1

antisimétrica, tiene %n (n — 1) entradas independientes. Si 2consideramos a Riemann como una matriz
R(a g) (uv) con "indices” (o) y (nv). De la antisimetria vemos que cada ”"indice” toma un nimero de
valores independientes igual al niimero de elementos independientes de una matriz antisimétrica de N
dimensiones, es decir, %N (N —=1). Y, como la "matriz” R, g)(u») es simétrica, sus dimensiones son
AN (N —1), por lo que tiene 3 (3N (N —1)) (N (N—-1)+1)=1N (N—-1) N (N> =N +2).
Falta considerar la ciclicidad. La simetria y la antisimetria de Riemann, hacen que la suma ciclica
Pyuvie = Baxpvr + Rywpw + Ravrp, sea un tensor completamente antisimétrico, hacer uno explicito,

Puxvr = —Px vk Estos tensores tienen un nimero de componentes independientes dadas por N (N — 1) (N —2) (N — 3) /4

mos que una matriz de n dimensiones si es simétrica tiene = n (n + 1) entradas independientes y si es
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buscar una desmostracién de esto. Por lo que la ciclicidad impone este ntimero de relaciones entre los
coeficientes, es decir, este nimero de constricciones, por lo que finalmente me queda que el ntimero de el-
ementos independientes de Riemann es § N (N —1) N (N2 =N +2) =N (N —1) (N —2) (N —3) /4!,
es decir

Cn = 113 N? (N?-1). (7.20)

Para N =1, es cero, no hay componentes independientes, no hay curvatura, bueno, es cero, como se ve de
la antisimetria. Una linea no tiene curvatura, pues Riemann refleja las propiedades internas del espacio,
no el como se encuentra embebido dentro de otro espacio de dimension mayor. Para una superficie,
N = 2, hay una componente, relacionada con la curvatura gaussiana. Para N = 3, hay seis componentes
y para N = 4, se tienen veinte componentes independientes del tensor de Riemann.

Respecto al Ricci, es directo ver que es un tensor simétrico, R, , = R, ,, En una dimensién tiene una
componente, cero, en dos tiene tres componentes, en tres dimensiones seis, igual que Riemann, por lo que
Riemann se puede expresar en términos del Ricci. En cuatro tengo 10 componentes de Ricci, por lo que
no son suficientes para determinar al Riemann completo.

Finalmente, otra relacién muy importante entre los componentes de Riemann son las identidades
de Bianchi, una relacion ciclica de la derivada covariante de Riemann. La manera més facil de verla es
en un punto y considerar en ese punto un sistema inercial de coordenadas, que me mata a los Christoffels,
me deja a Riemann sélo con las segundas derivadas de la métrica y la derivada covariante se reduce a la
usual en ese punto, es decir, de la ec. (7.14]):

10
R)\/,Lunm = 5@ (g,uu,rc)\ —9\v,kp +g)\K,V[L _gun,u)\) (721)

permuto los tres ltimos indices y obtengo
RA;LVN;n"‘R)\,uT,u;;{‘i‘R)\#,{n;V:0, (722)

que son las identidades de Bianchi.

Figura 7.4: Luigi Bianchi, 1856 - 1928.

Como es una expresion tensorial, vdlida en un sistema de referencia, es valida en cualquier sistema.
Muy bonito y vemos que este m”etodo es poderoso. Fijense que, si contraigo en las identidades de Bianchi
A con v, obtengo: (Primero lo subo usando que la métrica es transparente a la derivada covariante)

R)\uufcm +R/\unum +R>\M"WI;V =0,
R)\IMNW +R/\w7/\;f€ +R)‘;mn;/\ =0,
Ruwim — Runsw + R uwyin =0 (7.23)
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y vuelvo a contraer, pero ojo, R’\me\ = g’\amemA = —g’\aR,mm,;,\ = —g’\o‘gug R'Bann;)\y por lo
que obtengo: Ry .. — Rupx — e 9u B Rﬁa,m;A = 0 y puedo subir el indice u:

Run;n - Run kT g/\a R”ann;)\ =0, (7.24)
ahora si, contraigo p y k:
RW - RMU;M - gAa Ran;A =0,
R;n - Run;# - Ran;a =0,
R;n - QRMn;u =0,
1
Rﬂn;u - 55% R;u =0,

1
(R”n — 5(5“” R) =0 (7.25)
i
es decir ,
(R‘“’ - Eg“” R) =0. (7.26)
Las identidades de Bianchi nos implican que divergencia del tensor
1
G””:R“”—§g“”R, (7.27)

es siempre cero, para cualquier espacio. Este tensor se conoce como el tensor de Einstein y, recalcamos,
su divergencia es cero, por argumentos puramente geométricos.

Mas propiedades de Riemann. Veamos a la derivada covariante de un vector, V,,, es decir V,,.,,, que
ya la sabemos desarrollar y tomamos una segunda derivada covariante: V., ., es decir, considerando que
Vi, es un tensor

Viwr =Viww = Th e Vaw = T Vi, (7.28)
y desarrollo la derivada covariante:
VHJVN = (VN7V_F;),\LVVA)’K_F[ALK (V)\,V_ KVVU)_FI)/\N (VM)\_FZ/\VU)’
A A A o A o A o
= V#vl"f - F,uu VAH{ - F,urc VA,V - FDK Vl%)\ - (F,uu,ﬁ - F,u/{ Av Fun ,u)\) Vo (729)
Tomo la expresion intercambiando los indices v y k:
A A A o A o A o
VIJ;KV = VIJ«’NV - FHHV/\’V - FHVV)\,H - FV/{V/J«J\ - (F,un,u - Fp,u Ak FVI{ p,)\) VU7 (730)
v las resto, para ver qué pasa al conmutar derivadas covariantes:
VMWFV - Vu;m/ = Vu,lm - VMW” _Fﬁuvx\,n _F;)lmvx\,u _F?/\RVMM\ —|—Fi‘mV,\7,, +F2VV)\,H "‘Finvu)\ +
o o A o A o A o A o
- (FHV,K_F[LK,V_FHH AV_FVHF;L)\+FMV )\m+l—‘un /,L)\) VO’>
_ o o A o A o
- (F,ul/,n_]'—‘#n,u_r/_tn )\V—"_F[LV )\n) V07 (731)
es decir
Vy;un*Vy;nu:VaRguun~ (732)

Muy bonito también. Vemos como Riemann, la curvatura, es la responsable de que no conumten las
derivadas covariantes. So6lo lo hacen en espacio plano.

Para terminar esta seccién, veamos la unicidad. Para ver la unicidad del tensor de Riemann, en el
sentido de que es el Uinico tensor que se puede construir con el tensor métrico y sus primeras y segundas
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derivadas y es lineal en las segundas derivadas, usaremos el hecho de que al darse una igualdad tensorial,
dicha igualdad es valida para todo sistema de referencia, que es una de las ideas centrales de dar la
formulaciéon covariante, pero usamos esta idea al revés, es decir, se demuestra una igualdad tensorial
en un sistema de referencia, claramente se escoje uno que sea facil y, dada la igualdad, vélida es dicho
sistema, como es una igualdad tensorial, lo serd en todos los sistemas.

Asi pues, nos fijamos en un punto del espacio tiempo, X y ya sabemos que en dicho punto y en
una region cercana a él, puedo elegir un sistema de referencia localmente inercial, donde los coeficientes
métricos se reducen a los de Minkowski y los simbolos de Christoffel son cero. Maés atn, nos fijamos
sélo en las transformaciones de coordenadas que me dejan cero a la conexién afin, es decir, aquellas que
satisfacen

922P
Oxv x> Ja=x =

Queremos construir un tensor lineal en las segundas derivadas de la métrica. Como pido que se anulen

0. (7.33)

los Christoffels en X, dicho tensor debe ser una combinacionén lineal de derivadas de la conexién afin.
De las expresiones que obtuvimos antes para derivar al tensor de Riemann, vemos que, en el caso en que

!’
la 'S, v I'? o son cero, obtengo, en x = X:

Pa” a0 oa¥ o)
ax/\ oY OxP - ox™ pr)\ h oxP OxVv am)\ FT' & (734)

es decir, la tranformacién para la derivada de la conexion afin me queda en este caso, en x = X:

i i
o OxP dx¥ x> da° _, oxP dx¥ 0z  93a°
1o = -
CW T e 9xw’ fx’ dx> VPN 9z 9w dx Ox> DV Oxr’

(7.35)

pero quiero obtener un tensor con estas derivadas de gamma, por lo que, de nuevo, me sobra el Ultimo
termino. Con la experiencia que tenemos, veo que si conmuto A los resto, este término se cancela

b) ) b)
para cualquier transformacién que yo de, por lo que, en z = X,

gp)\: 3p,)\7 gAp (736)

es el tensor que estamos buscando. Pero, cuando I' = 0, el tensor de Riemann es igual a este tensor,
vox =1, Estaesuna igualdad para un punto arbitrario, por lo que se vale para cualquier punto, es
valida para un sistema de referencia, pero es una igualdad tensorial, por lo que es valida para cualquier
sistema. Por lo que demostramos que Riemann es el tinico tensor lineal en las segundas derivadas de los
coeficientes métricos.
Muy bien, piensa bien lector@ esta demostracién pues usa esta idea muy poderosa de igualdades
tensoriales.
Queda pendiente la demostracién de regreso para el teorema. Si Riemann es cero, el espacio es plano.
Podemos usar esta idea de hacerlo en un punto, donde siempre es posible elegir que la métrica sea en ese
punto la de Minkowksi y los Chistoffels sean cero, con lo que nos queda Riemann sélo en términos de las

segundas derivadas, usando la expresién para Riemann dada por la ec. (7.14),

0:guu,n/\_g)\u,nu+g)\ﬁ,l/u_gul-c,1//\a (737)

en X, donde usamos la hipdtesis de que Riemann es cero. Combinando los indices podemos mostrar, que
Irv k= 0, por lo que, si a orden cero es Minkowski, a primer orden también, por eleccién en un punto
y las segundas derivadas también son cero, entonces la métrica es la de Minkowski y el espacio es plano.
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Ejercicios 7

Usando las ecuaciones de Einstein:

1 81
Ruufig,uu‘i’AguV: e THV’ (738)

1. Limite newtoniano

Demuestra que el limite newtoniano de estas ecuaciones es la ecuacién de Poisson, V2 ¢ = 47 G p.

2. Divergencia nula de Einstein Utilizando las identidades de Bianchi, muestra que el tensor de
Einstein, G, = R, — % 9u v, de hecho, atin incluyendo al término con constante cosmoldgica, tiene
divergencia nula: G*".,, = 0.

3. Complejidad escondida
Como vimos en clase, las ecuaciones de Einstein, son un sistema de diez ecuaciones diferenciales de
segundo orden acopladas y altamente no lineales.

Considerando una métrica totalmente general, es decir, los diez componentes métricos no nulos
y dependientes de las cuatro coordenadas, describe una idea para calcular cudntos términos de
coefieiente métricos, tienen cada una de las ecuaciones.

4. Vacio Considera a las ecuaciones de Einstein en vacio, es decir, cuando T},, = 0. Considerando
que la constante cosmoldgica es cero, A = 0, demuestra que vacio implica que

L R;AD:(),
e yque R=0

Esto _INO implica que el espacio sea plano. Discute esta afirmacién.
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Capitulo 8

Ecuaciones de Einstein

Ya con estos conocimientos sobre la descripcién tensorial de la Fisica, podemos ver la formulacién covari-
ante de la ecuacién de gravitaciéon misma, es decir,de la ley de Gravitacion Universal de Newton:

mimsa

F = el 7, (8.1)

r2

que nos habla de cémo se atraen dos masas y la vemos en su forma de Poisson:
Vip=471Gp. (8.2)

Lo haremos de dos formas, una, adivinando mas o menos y otra a partir de la acciéon y principios
variacionales.

Adivinanza educada

La primera, pues ya hemos identificado al potencial gravitacional newtoniano, ¢, con los coeficientes
métricos g,,. Y vemos que tenemos del lado derecho segundas derivadas del potencial. Por lo que, en
una descripcién covariante, debo tener un objeto tensorial formado con las segundas derivadas de los
coeficientes métricos y vemos que debe ser lineal en ellas, por lo que ya sabemos que solo hay un tensor

que tiene dichas propiedades y es Riemann. Por lo que del lado derecho vemos que debe haber algo con

m

este tensor, R, _.

Del lado derecho tenemos a la materia, la densidad. Hemos visto que su generalizaciéon a un objeto
en el espacio tiempo puede ser el cudrivector de corriente, j* o el tensor de energia esfuerzos, T),,. Es
decir, del lado derecho debe haber un cuadrivector o un tensor de dos indices. Debo tener un objeto
con el mismo caracater del lado izquierdo. Para formarlo a partir de Riemann y donde sélo intervenga
la métrica, pues si formase una contraccién digamos de Ricci con un cuadrivector de velocidad, u R, ,,
estaria introduciendo un término extra en las ecuaciones, la velocidad. Y no puedo formar un tensor con
un sélo indice sélo con Riemann y la métrica, por lo que el objeto al que debo generalizar la densidad,
debe ser proporcional al T}, .

Un objeto formado con Riemann y la métrica, de dos indices pues debe ser aquél que tiene Ricci
y/o al escalar de curvatura, R, multiplicado por la métrica. Es decir, debe ser una combinacién A4, =
aR,,+bg., R+cgu., con a,b, c constantes, no funciones escalares sino constantes.

Una propiedad muy bonita del tensor de energia esfuerzos, es su conservacién, T#"., = 0. La discu-
timos para el caso de fluido perfecto y consideramos que debe ser una propiedad general para cualquier
tensor de materia, el que se conserve, por lo que del lado derecho debo tener que ese tensor formado por
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la combinacién de Riemann yla métrica, también debe tener divergencia cero, A*"., = 0 y ya vimos, por
las identidades de Bianchi, que el tensor que hace esto es

1
GHV:RNV_ggMVR’ (83)

por lo que podemos concluir que la forma covariante de la descripcién del campo gravitacional debido a
la materia es

1
C <R/w2g/wR+cguy> =47 GT,,. (8.4)

Quedan dos constantes por determinar, C' y c¢. Para fijarlas me voy al limite newtoniano, como le
hicimos con las geodésicas. Considero un campo débil y estatico, es decir, g,, ~ 1,, y en este caso,
sabemos que la componente principal del T}, ,, es gg =~ p y las demads son despreciables. Esto lo vemos para
el caso de fluido perfecto, recordando que u” = , es decir, considero que C (Rij — %77”- R+ cmj) ~ 0.
Pero, por otro lado, R = 1% Ryo 4+ 17 R;;, es decir, R ~ —Rpo + % 3 R — 3¢, lo que implica que en este
caso

R~2Rpp+6c. (85)

Considero ahora la componente 00: Tenemos C (Roo — %7700 R+cno 0) =C (Roo + %R — c) ~
2C (Roo + ¢).

Para obtener la forma de Rgo tengo que Roo = """ Ropo0v = —Roooo + 5t R0, y estas las saco de
la forma de Riemann que ya hemos visto, ec. y que en esta aproximacion es

1
R)\,LLVK:5(g;tlj,n)\_g)\V,N;L+gAH,Vu_gMN,V)\)7 (86)

como la métrica es estatica, Rypgoo = 0 y, para la otra parte, me queda sélo el término que tiene ambas
derivadas espaciales, es decir Rg;0; = —% 900,ij, por lo que Ry = —% V2 g0, y la componente 00 queda
entonces —C' (V2 goo + 2 c).

Por otro lado, hemos visto que en este caso, al comparar con la expresién newtoniana obtuvimos que
goo ~ — (1 +2¢), con ¢ el potencial newtoniano, por lo que la ecuacién se reduce a C' (2V2 ¢+ 2¢), es
decir:

C (2V?¢p+2c) ~4nGp, (8.7)
comparando con la ecuacién de Poisson se concluye que C = % y ¢ = 0. Las ecuaciones finales son:
1
Rw,—igw,R:&rGTw,, (8.8)

que son las ecuaciones de Einstein, presentadas por Albert Einstein en 1915.

Ahora si, estudiante, jya puedes morir en paz! Este es el climax del curso. El concepto de espacio-
tiempo y la invariancia de las leyes de la Fisica respecto a sistemas de referencia, el dlgebra tensorial
estudiada, la manera de reescribir a las leyes de la Fisica newtoniana de una manera covariante, el
movimiento geodésico, en fin, la generalizacion del concepto de recta a geodésica, nos permiten llegar a
una manera covariante de ver a la interaccién gravitatoria.

Son muchas cosas las que ellas, las ecuaciones de Einstein, que nos dicen. La més importante es el
nuevo paradigma que nos plantean. De un lado, el izquierdo, tenemos curvatura, es decir, geometria, del
lado derecho, materia. Las ecuaciones de Einstein nos relacionan materia con geometria, la materia es
la que determina la geometria, en palabras de Wheeler La materia le dice al espacio como curvarse y el
espacio le dice a la materia como moverse. Esto ultimo via las ecuaciones geodésicas. La materia curva
al espacio y el espacio determina la trayectoria de la materia. Muy interesante, el circulo se cierra, ya
habiamos visto que los cuerpos siguen las trayectorias determinadas por la curvatura del espacio y es la
materia la que curva a dicho espacio. jNo hay fuerza gravitatoria!
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Figura 8.1: John Archivald Wheeler, 1911 - 2008.

En efecto, en este nuevo paradigma el Sol, por ejemplo, curva al espacio-tiempo, por el sélo hecho de
estar en él. Los cuerpos entonces siguen queriendo estar en las trayectorias que minimizan su energia,
sélo que en este caso, como el espacio es curvo, ya no son rectas, son geodésicas, dichas geodésicas pueden
ser ... jelipses! por ejemplo. Asi, los planetas siguen sus trayectorias alrrededor del Sol no por la accién
de una fuerza gravitatoria que, de hecho, no existe, sino porque dichas trayectorias son las geodésicas del
espacio curvado por el Sol. Interesante, ;jno crees lector@?

El espacio, unido con el tiempo, el espacio-tiempo dejan de ser un escenario innerme donde ocurren
los fenémenos, como lo describe la fisica newtoniana, sino que responde y es afectado por la presencia de
la materia. El escenario depende de los actores.

iQue cambio de paradigma! El, la lector@ se puede preguntar, si, muy bien, pero ;Cémo se puede
probar? ;Cémo saber si este paradigma es correcto? ;Qué es correcto?

Pues correcto, una teoria es correcta si describe consistentemente a la Naturaleza y, mientras mejor
la describa, es decir, mientras sus descripciones y predicciones coincidan mejor con lo que se mide en un
experimento, con lo que ocurre en la Naturaleza, serd una mejor teoria. Asi, dadas dos teorias, la manera
de medir cudl es mejor que la otra, es considerando un experimento y determinando cudl es la teoria cuya
prediccién, cuantitativa, el numerito, coincide mejor con el medido. Eso es que una teoria sea Fisica y
que sea correcta. No elucubraciones sin posibilidad de ser aterrizadas.

Las ecuaciones de Einstein, si bien, como hemos mencionado, se pudieron “adivinar”, a partir de la
ecuacion de Poisson y, como ya vimos al considerar el limite newtoniano de la ecuacién de geodésicas,
encontramos que el coeficiente métrico ggg se relacionaba con el potencial gravitatorio, ¢, ya teniamos que
la gravitacién, ¢ se relacionaba con la geometria, g, , y, como el potencial se determina con la materia
(ecuacién de Poisson), tenemos ya que la geometria estd relacionada con la materia, la idea medular de
Einstein. Pero claro, una vez que conocemos la respuesta, es facil decirla, pero, aqui si, es Albert Einstein
el que se lleva todo el mérito.

Si bien, cuando presentamos a la teoria de la relatividad especial, discutimos que la teoria “ya estaba
en el aire” | este concepto de unir a la gravitacion con la curvatura y, a su vez, ésta con la materia, es com-
pletamente original del ingenio de Albert Einstein. Aqui si, pensamos, esta idea hubiera tardado muchos
anos en surgir en otra persona. La originalidad y paternidad de la Relatividad General, corresponden a
Albert Einstein.

Hay que mencionar, sin embargo, que si hubo gente que apoyé y contribuyé al desarrollo de la idea,
como Marcel Grossman Marcel Grossman fue un geémetra que constribuyé con Einstein al desarrollo de
la Teorfa de la Relatividad General y, desafortunadamente, no recibié ningin crédito que sepamos por
parte de Einstein. Y hubo ma4s, si bien tuvo esa idea, esa intuicién genial, la teoria no se desarrollé por

83



Figura 8.2: Marcel Grossmann, 1878 - 1936.

el trabajo de un sélo hombre, aunque este sea Albert Einstein. Como decimos, listima.

Regresando a las ecuaciones de Einstein, otro punto muy interesante es la constante, ¢ en la ec.
que, al llegar al limite newtoniano, la ecuacién de Poisson, igualamos a cero. Pero esto hay que tomarlo
con cuidado. El cero es algo que no es fdcil de tener, jatin en una calificacién! Si pensamos en lo que
hemos discutido sobre lo correcto de las ecuaciones al compararlas con la Naturaleza, esto siempre se
realiza con mediciones y éstas, las mediciones, tienen un limite de precisién, dada por los instrumentos
utilizados. Por lo tanto, podemos afirmar que la ecuacién de Poisson se ha probado hasta cierta precisién
y, con esta base, lo que es correcto afirmar es que dicha constante ¢ es menor a cierto valor dado por la
precision de las mediciones, no cero, por lo que, en si, las ecuaciones de Einstein se escriben como

RHV—%gw,R—i—AgW,:SWGTW,, (8.9)
donde hemos llamado a la constante ¢, A. Esta constante tiene una historia muy intersante que ver-
emos cuando discutamos la solucién cosmoldgica de Friedmann-Lemaitre. Por ahora, lo dejamos asi,
mencionando que esta es la forma general de escribir a las ecuaciones de Einstein.

En fin, muchas cosas que comentar y ya se esta acabando el curso. Terminamos la seccién mencionando
una propiedad importante de las ecuaciones de Einstein (y la demostracién queda de tarea). Partiendo
de que las ecuaciones de Einstein, ec. se pueden reescribir como

1
R,, =871G (TW,—Qg,WT), (8.10)

con T la traza del tensor de energia momento, es decir, T'= g*"T},,,. De aqui vemos claramente que si
estoy en vacio, no hay materia, 7T},,, = 0, por lo que su traza también, tengo que las ecuaciones se reducen
a

R,, =0, (8.11)

que implican que el escalar de curvatura es cero,
R=0, (8.12)

pero, jmucho cuidado! jno implican que el espacio es necesariamente plano! Hemos visto que si Riemann
es cero, si es plano, pero no dijimos nada de si el tensor de Ricci o el escalar de curvatura son cero, implique
lo mismo y, de hecho, no lo es. Veremos casos interesantes que son de vacio, pero tienen curvatura. Muy
curioso y lo iremos discutiendo.

Como mencionamos, ahora mostraremos, siguiendo al Landau, [?], una derivacién alternativa y muy
elegante de las ecuaciones de Einstein. Derivar a las ecuaciones de campo por medio de principios
variacionales.
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8.1 Accién de Einstein Hilbert

Para derivar a las ecuaciones de Einstein a partir de la accién, que ya conocemos de los cursos de mecanica
y vimos en accidn, enfatizo esta redundancia, con las ecuaciones de geodésicas. . Esta derivacion es
debida a David Hilbert, también le andaba dando vuetas a la idea pero, nuevamente, no recibié ningin

Figura 8.3: David Hilbert, 1862 - 1943.

reconocimiento por parte de Einstein. Como veremos, su idea es una manera muy elegante de derivar a las
ecuaciones de campo y, de hecho, ahora todas las interacciones son derivables de principios variacionales.
Entonces, para el caso de campos, como el gravitacional, hay que hacer algunas, traducciones, de
conceptos de particulas a conceptos de campos. En particulas tenemos que la lagrangiana, £ es funcién
de las coordenadas generalizadas, ¢', las velocidades generalizadas, ¢', y el tiempo, £ = £ (¢*,¢",t) y
variamos y las ecuaciones de Euler nos dan ecuaciones para las aceleraciones, ¢, es decir, las fuerzas.
Para campos, queremos que la funcién lagrangiana, se le llama de hecho funcional lagrangiana, sea
un escalar, pues queremos una accién invariante, es decir, escalar. En mecanica el parametro es eltiempo
y en campos lo son las coordenadas, por lo que identificamos ¢t — z®, las coordenadas generalizadas las
identificamos con los campos, ¢ — ¢, en el caso del campo gravitacional, ¢* — guv ¥ las velocidades
generalizadas se van a las derivadas de los campos, ¢' — ¢, ¢ = guv x, por lo que para campos
la funcional lagrangian es £ = L (¢, ¢.,,x%), para el caso gravitacional, L = L (guv,guv.r, %), la
integracién en mecénica es sobre el tiempo, en campos es sobre el cuadrivolumen, dt — d*z, pero
debemos considerar al volumen invariante, es decir dt — \/—gd*x, con g el determinante de la métrica.
Tenemos entonces que la accién en campos es

S = / L(p,¢.,x%) /—gdz (8.13)

y la lagrangiana debe ser un escalar. Para el caso del campo gravitacional, el escalar que rapidamente
se ocurre es el escalar de curvatura, R. Ya pensandole més, vemos que puede haber problemas, pues el
escalar involucra segundas derivadas del campo, de g, ., que nos podria dar ecuaciones con las terceras
derivadas, que ya no serd correcto. Sin embargo, como veremos mas adelante, jfunciona bien!

Veamoslo. Entonces, consideramos la accién,

S = / V=9 (R + LMateria) d*z, (8.14)

que se conoce como la accion de Einstein-Hilbert.
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La idea es que, al variar y hacerla extremo, encontremos las ecuaciones. Veamos primeramente la
parte geom’etrica. Variamos, 6 S, = [ d(y/=gR) d*z = [ § (vV/=g¢"" R,.) d*z, que me implica, por
Leibnitz, 6 S, = [ (6 /=9 9"" Ruw + V=96 (9") Ruw ++/—9 9" 6 (R,,)) dia.

Ya hemos mencionado la relacién entre las derivadas del determinante y las de los coeficientes métricos,
9’7” = gop 9o 8 ,v- Lo mismo vale para la variacién, es decir,

5\ﬁ=—7;gg‘“'5gum (8'15)

Para la variaciéon de Ricci, nos vamos de nuevo a un sistema donde en un punto arbitrario la métrica
es la de Minkowski y los Christoffel se anulan, por lo que para Ricci obtenemos, como ya se mostro,

R,py=T5, ,- 10, o+t 15, 0a—T0,10, (8.16)
en el punto estudiado se reduce a:
Rl“’ :Fgu,uirﬁu,a? (817)
al hacer la variacién, que conmuta con las derivadas, obtenemos
g OR,, =g"" TG, L, — g Ty, o (8.18)
Como la métrica se reduce a la plana, es posible incluirla en la derivada y se obtiene que
g"" O R, = Oa (g““éf‘zu—g“”éf‘z‘y), (8.19)
es decir,
9" " OR,, = 0 w?, (8.20)

donde w® = gh*46Ty, — g dTYy,. De este modo, se llega a que g"” 4 R, es igual a la divergencia
de un vector (se puede demostrar que w® es efectivamente un vector). Para obtener la expresién en un
sistema, arbitrario, la regla es, como ya hemos mencionado, Minkowski se va a g,,, y comas a punto
y coma, derivada usual a derivada covariante, por lo que se tiene

9"V O Ry, = w%a, (8.21)

que es una expresion tensorial, védlida en un sistema de referencia, por lo que es valida en cualquier
sistema. Por otro lado, ya sabemos que la divergencia de un vector la puedo escribir como la derivada

usual, por lo que
1 o
7_9 (\/fgw )7a, (8.22)

con g el determinante de la métrica. Por lo que todo el término, dentro de la integral queda de la forma

gHV(SR/I,u -

/ VfgguuaR;LudALx:/ (\/ *gwa))a d4l', (823)

que, usando el teorema de Gauss, se puede reescribir como una integral en la frontera que contiene al
cuadrivolumen.

/\/ng“”éRwd“x: /av (V—gwa) dS«, (8.24)

pero en dicha frontera, siguiendo la idea variacional de mecéanica, las variaciones son nulas, por lo que
este término se anula y obtenemos entonces que la variaciéon de la accién es

1
08 = / V=g (R;w — 2gle> 5 gM" d*, (8.25)
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Respecto a la materia se toma como definicién que el tensor de energia esfuerzos es la variacién de la
lagrangiana de materia respecto al tensor métrico:

§£Materia

kz—:il.y: 69“’/

(8.26)

Es posible mostrar que esta es una definicén correcta y consistente de los tensores de energia esfuerzos
que hemos presentado con anterioridad, siendo el caso mas claro el del tensor de enrgia esfuerzos del
campo escalar, ec. (5.41), que proviene de variar la lagrangiana

Lo = gp,u v/t oV, o+ V(¢) (827)

En efecto, ‘;Lfﬁ; nos genera el corresponiente tensor, ec. 1} y la variacién respecto al campo escalar,
g
]

% nos genera a la ecuacién de Klein- Gordon, ec. |

De este modo, obtenemos finalmente que

1
(55’:/\/—9 (RMV—2gW,R—kTHV>5g“”d4x. (8.28)

Al tomar el extremo, igual a cero la variacién y como es una integral igualada a cero y los § g son
arbitrarios, concluimos que el integrando debe ser cero, es decir:

1
Ruy — 5 9uv R =k T,y =0, (8.29)
con lo que finalmente obtenemos, identificando a la constnate k con k = 8;74(;:
1 87 G
RMV_§gMVR: CTTH’V’ (8.30)

las ecuaciones de Einstein.

De este modo vemos que las ecuaciones de campo gravitatorio, en efecto, surgen de una lagrangiana
y del principio variacional. Claramente, si se desea incluir en la lagrangiana a la constante cosmolégica,
A, basta con redefinirla como

5= / V=0 (R+ A+ Lrtatenia) d' (8.31)
y, al hacer la variacién de esta accién e igualarla a cero, obtenemos
1 871G
Ruy_ﬁguyR"'Aguy: C4 TMV7 (832)

las ecuaciones de Einstein incluyendo a la constante cosmolégica.

De este modo, hemos obtenido a las ecuaciones de Einstein de dos maneras, cada una mostrandonos
diferentes aspectos de la teoria de la relatividad general; en el primero, como generalizacién covariante
de la fuerza de gravitacién de Newton, quitando fuerza por geometria y, en el segundo, a partir de una
Lagrangiana, lo que nos permite asomarnos a conceptos ain mas profundos de las interacciones de la
Naturaleza.
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Ejercicios 8

1. Espacio tiempo esféricamente simétrico y estatico A partir de la forma del elemento de linea
para el espacio tiempo esféricamente simétrico y estatico,

ds®> = —=S(r)dt* + C(r) dtdr + T(r) dr® + D(r) r* d9?, (8.33)

demuestra que, redefiniendo a la coordenada radial y temporal, se puede llevar a la forma

ds® = —A(r) dt* + B(r) dr® + r* dQ?, (8.34)

2. Transformacién conforme
Encuentra la transformacién de cooordenadas que lleva el elemento de linea de un agujero negro en
coordenadas de Schwarzschild vistas en clase a:

1— 2 4
ds? — _ (H%g:) i + (1 + é‘f) (dr? + r2d02), (8.35)

a este tipo de transformacién de coordenadas se les llama conformalmente planas porque la parte
espacial es la métrica plana multiplicada por una funcién.

3. Geodésicas en Schwarzschild
Obtén una primera integral para las geodésicas en Schwarzschild. Ayuda: jNO necesitas los Christof-
fell
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Capitulo 9

Soluciones a las ecuaciones de
Einsteln

Las ecuaciones de Einsten nos muestran entonces que la geometria del espacio tiempo, descrita por
Riemann y sus parientes tensoriales, Ricci y el escalar de curvatura, queda determinada por la distrubucién
de materia-energia presente en ese espacio. El espacio-tiempo no es inerme a la materia que esté en él, el
espacio tiempo se curva al ponerle materia.

Asi, la materia le dice al espacio como curvarse y, via las geodésicas, el espacio le dice a la materia,
como moverse. Es una relacién nada lineal, tal vez tiene sentido el pensar que no es una relacién
aristotélica de identidad, sino mas una relacién movil, tipo de las que mencionaba Epicureo al plantear
que slo podriamos cruzar un rio una vez, es decir, a = a, a = b implica b = a, pero sélo en un instante.

La relacion entre materia y geometria es méas dindmica de lo que la pueden describir matematicas
basadas en logica aristotélica. Presenta interés el desarrollar una matemaética basada en otra légica, una
l6gica mas dindmica, como la dialéctica y, al formular la Fisica en esa matematica, podamos entender y
tratar mejor éstas relaciones.

Mientras llega ese estudio, las trabajamos asi como estéan.

A pesar de su belleza, las volvemos a poner:

Ruu_%guuR+AguV:8z—TGT#V’ (91)
son de una gran complejidad, no sélo conceptual sino en términos practicos, tienen una enorme cantidad
de términos, si los desarrollasemos, serian cientos, queda de ejercicio el contarlos. En 4d, las ecuaciones
de Einstein son 10 ecuaciones diferenciales de segundo orden, acopladas, altamente no lineales. Son el
ejemplo més compeljo de ecuaciones diferenciales que tiene la Fisica.

Como es de esperarse, el resolver a éstas ecuaciones no es una tarea sencilla. Aunque, es importante
aclarar qué queremos decir por resolver a una ecuacién diferencial. Resover a las ecuaciones de Einstein,
es dar un conjunto de funciones (g, ,,7,.), que satisfagan a dichas ecuaciones. Pero no sélo esto, sino
que deben tener sentido fisico. Veamoslas en su limite newtoniano, las ecuaciones de Poisson, resolverlas
no sélo es dar una paraje (¢, p), pues asi nomds, se puede hacer, pero no tiene sentido fisico. En efecto,
si consideramos una funcién pgrfgctamente arbitraria, y la llamo ”potencial gravitacional”, por ejemplo,
sea ¢ = senh (kg (z — tv,)) e%, se le aplica el LAplaciano, lo cual es directo y as eso que salga, se le
divide entre 4 7w G y se le llama densidad p, efectivamente, se tiene una pareja (¢, p), que es solucién, por
construccién, de la ecuacién de Poisson, sin embargo, dicha solucién no tiene sentido fisico. La Fisica
me la da la densidad, doy una distribucién de densidad, vacio, una nube de gas esférica, un toro rotante
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y busco cudl es el potencial gravitacional generado por esa distribucién, dicha paraeja serd solucién y si
tendra sentido Fisico.

De maner analoga, se puede considerar a una matriz que tenga como entradas funciones arbitrarias,
se deriva un par de veces dicha matriz con respecto a las diferentes coordenadas y se construye al
correspondiente tensor de Riemann, (ndtese que todas son operaciones directas). Una vez que se calcula
al tensor de Riemann, se contrae para contruir al correspondiente tensor de Ricci y al escalar de curvatura
y finalmente se contruye el tensor de Einstein, ec. . Este se multiplica por (SC% y al tensor resulante
lo llamamos el tensor de energia esfuerzos. De este mod, se tiene una soluciéon para las ecuaciones de
Einstein, pero, como en el caso de Poisson, sin sentido fisico. Andlogamente al caso newtoniano, se debe
dar una expresién para el tensor de energfa esfuerzos, 7T}, ,,, que describa una distribucién espacio-temporal
de la materia-energia valida, fisica. Es a dicha distribucién a lo que se le busca un tensor métrico solucién
de las ecuaciones de Einstein para dicha distribucién.

Los tensores de energia materia que tienen sentido fisico son aquellos que describen una distribucién
razonable de la materia. Puede ser el dar las posiciones y velocidades de un conjunto de particulas y
determinar el 7}, ,, correspondiente, lo que se hace por medio de los momentos de la ecuacién de Boltzmann
conservada. Es usual es dar un tensor que describa a un fluido, al fluido perfecto por ejemplo, pidiendo
que este describa una situacién fisicamente realista. Podemos pedir que sea vacio, que sea debido a un
campo electromagnético, aunque esto sea una situacioén especulativa, determinar la curvatura en el espacio
tiempo que genera un campo electromagnético, es, sin embargo, una propuesta valida. Asi mismo, se
puede considerar al tensor generado con un campo escalar. En fin, el punto es dar un tensor de energia
esfuerzos con una interpretacién fisica y a éste es al que se le busca la solucién en las ecuaciones de
Einstein. No es trivial.

9.1 Espacio-tiempo de Schwarzschild

Dada este reto, el resolver para situaciones fisicas un sistema de ecauciones tan complejo, fue (y sigue
siendo) admirable el que a los pocos mese de que Albert Einstein publicara sus ecuaciones, Karl Schwarzschild
encontrara una solucion exacta, analitica, de ellas. Es una solucién de vacio, es véalido como vimos y, se
plante entonces el caso homogéneo de las ecuaciones de Einstein.

Schwarzschild en 1916, con gran ingenio, utilizd las técnicas que ahora son estandar en buscar solucion
a las ecuaciones diferenciales y es el introducir simetrias. Considera entonces para el espacio-tiempo la

Figura 9.1: Karl Schwarzschild, 1873 - 1916.

maéxima simetr’ia, la esférica y que dicho espacio tiempo es estatico, es decir, g, + = 0, Vi v. Dada estas
simetrias podemos inferir la forma del elemento de linea correspondiente. En efecto, el espacio-tiempo
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sblo depende de la distancia a un punto, no de los dngulos, por lo que sélo puede ser funcién de las
normas |Z|, |d Z|, y su producto |Z| - |dZ|. Al describir el espacio tiempo en coordenadas esféricas, estas
condiciones implican que los coeficientes métricos cruzados, t y los dngulos, deben ser cero y que la parte
espacial del elemento de linea debe ser proporcional al elemento en esféricas, es decir:

ds* = —A(r) 2 dt* + C (r) dtdr + B (r) dr* + D (r) r* d Q> (9.2)

Ahora, sin pérdida de generalidad, es posible dar una transformacién de coordenadas para anular el
término cruzado en dt dr, redefiendo al”’radio” , por lo que llego a que la forma més general del elemento
de linea para un Universo con simetria esférica y estatico es

ds* = —A(r) Gdt? + B(r) dr* +r? dQ?, (9.3)

con d? = d6? 4 sen? 6 d ¢?, el elemento de dngulo sélido.

Esta es la gran idea de Schwarzschild, el usar las simetrias. Vemos que, de diez coeficiente métricos en
general, ahora sélo quedan dos y estos, no son funcién de las cuatro coordenads, sino sélo de la coordenada
radial. El resto ya es directo. Se le da vuelta a la maquinita, (puede ser 1itil lector@ que lo hagan a mano
alguna vez en su vida. Se obienen entonces directamente los Christoffels y las componente no triviales
del tensor de Riemann. Actualmente hay los programas de cédlculo tensorial que reducen este trabajo a
dar una instruccién, como por ejemplo, el programa gr-tensor dentro de Maple. De un modo u otro, las
componentes no triviales del tenosr de Riemann son:

A B g AP A’ 2
ROrOr:—T‘f‘ﬁA + 34 RO@OGZ_Tﬁa Rogop = Rototsen 0,

Rr9r0:7r23733 RrgbrqS:RrGresenzo, (94)
Rg¢g¢ = %TQ sen2 0,
con lo que se obtienen diréctamente las componentes no nulas del tensor de Ricci, (nos conviene sacar
los mixtos):
A A B A/2 A’
Ry = - + st T2 ’
2AB 4AB 4A’B rAB
A A’ B’ A/2 B

R, = - , 9.5
2AB T 14AB T 1AB B (9:5)
1 B A 1 1
¢ —RY, = _—_ [ _= —(1—-=
R =Fe 2rB<B A)+7‘2< B)’
y de una vez obtenemos el escalar de curvatura:
A AR AP 2 (B A\ 2 1
=4t ——F——F — | = - = - (1-=). .
R AB+2AB2+2A23+7~B<B A)+r2< B) (96)

Muy bien, hasta aqui, va pura geometria, le ponemos fisica pidiendo algo sobre el tensorde energia
materia. Schwarazschild investigé cuando dicho tensor es cero, es decir, se busca una solucién en vacio,
que ya vimos que no necesariamten implica que sea espacio plano, regresaremos a este punto.

Es facil ver que en este caso, en que las tres componentes del tensor de Ricci quedan igualas a cero, que
, al restar R0y — R",., se tiene que ‘% + % =0, es decir, In (A B)/ =0, lo que implica que % = constante,
pero si se pide que el espacio tiempo sea asintéticamente plano, es decir, que el elemento de linea para
radios grandes tome la forma plana, lo que implica que los coeficientes A y B se vayan a 1. Pero la
relacion que acabamos de obtene para estos coeficientes se debe cumplir para todo radio, cin lo que
podemos evaluar a esa constante y concluimos por lo que se tiene que los coeficientes métricos deben

cumplir que B = %.
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De este modo, resta solo un coefiente métrico por determinar. Al substituir esta relacién entre Ay B
en R% = 0, obtenemos la ecuacién r A’ + A — 1 = 0, que se resuelve diréctamente con A = 1 + fraccr,
con ¢ una constante de integracion.

iListo! De este modo, se ha determinado una solucién a las ecuaciones de Einstein en un caso fisico
valido e interesante, con simetria esférica y estético.

Queda una constante de integracion y, para determinarla, recordamos que en el limite newtoniano, en
campo débil, se tiene que donde gog = —(1 + 2 é%), con ¢ el potencial gravitatorio y, sabemos que, en el
caso de una masa puntal (o distribuida esféricamente), dicho potencial va como ¢ = —G M/r, por lo que
comparando la solucién obtenida con ésta del limite newtoniano, concluimos que el valor de la constante
de integracién es concluyo que ¢y = —2GC—2M7 con M una masa puntual que genera el campo gravitatorio,
por lo que la solucién para el espacio tiempo es

M dr?
d82:—<1—2i2r) C2dt2_(177éﬂ4)+r2d92’ (97)

es una solucién para las ecuaciones de Einstein en vacio, la primera soluciéon obtenida y se conoce como
la solucién de Schwarzschild.

Muy bien, pero, algo queda extrano. Las ecuaciones de Einstein nos dice que la materia curva al
espacio, la geometria depende de la materia presente, pero, si estamos en vacio, pues no hay materia que
curve, por lo que deberia ser una geometria plana. Dado que ya tenemos la solucion, el elemento de linea,
ec. , podemos calcular de nuevo a las componentes del tensor de Riemann, ahora ya explicitamente
para esta métrica y obtenemos:

Roror=-25%, Rogoo =S (1-2%M), Rypop = Rigrosen?o,
G M
Rr@rez_kiiéTMa RT¢T¢ZRTOTOSGD297 (98)
R9¢9¢:2Gcéwrsen29,

claramente vemos que si M es distinto de cero, las componentes de Riemann también lo son, por lo que
que, utilizando el teorema discutido en la seccién de Riemann, el espacio no es plano, el espacio es curvo.
Entonces, si tenemos a un caso de vacio pero curvo. ;Qué es lo que lo curva? pues la masa M, pero si
es vacio, ;dénde esta?

Ya vimos que, por construccién el tensor de Ricci y el escalar de curvatura son cero, podemos sacar
otro escalar, que es un producto directo y contraccién de Riemann consigo mismo, se le llama el escalar
de Kretschmann (Erich Justus Kretschmann 1887 1973, no encontramos fotografia de él) y al calcularlo
para el espacio-tiempo de Schwarzschild obtenemos :

92 M2

R, R, =48 .
nv AT uv T A6

(9.9)
Una propiedad muy importante de los escalares es su definicién, su valor no cambia por cambios en
sistemas de referencia. Por ello vemos que este escalar nos dice que en r = 0 tenemos una divergencia
y, como es una divergencia en un escalar, no es una divergencia que cambia con las coordenadas o con
el sistema de referencia. Entonces, el punto » = 0 es una divergenica fisica. Entonces, podemos pensar
que nuestra variedad, nuesro espacio-tiempo, es el conjunto de todos los puntos menos el origen, el origen
r = 0 estd excluido pues tiene una divergencia que no puede ser descrita por la Fisica.

Con este razonamiento, podemos resolver nuestra paradoja. El espacio-tiempo de Schwarzschil es
vacio, en efecto y la masa, lo que lo curvd, se encuentra en la singularidad, en un punto ya fuera del
espacio-tiempo. Recapitulando, el escalar de Kretschmann en el espacio de Schwarzschild nos muestra
que el tnico lugar donde este espacio tiempo no esta definido es en el origen, r = 0, consideramos entonces
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que este es un punto que no pertence a nuestro espacio-tiempo y que es ahi es donde esté la masa. Por lo
que podemos interpretar a la solucién de Schwarzschild como un espacio donde la materia se concentré
toda en un punto, que deja de pertencer a la variedad pero que curvoé al espacio tiempo. Curioso, jverdad?
Recordemos que ésta es una solucion estdtica, no muestra ninguna evoluciéon describe a un hoyo negro
que siempre a estado y estard, no cambia. Esta solucién no describe el proceso de formacién, aquello que
da lugar al hoyo negro.

El proceso de formacién de un hoyo negro es una historia muy interesante que, resumida es la siguiente:
Las estrelals brillan pues su propio peso es tan enorme que, en el centro de ellas alcanzan una presién
sufiente para generar reacciones termonucleares de Hidrégeno transforméndose a Helio. Dichas reacciones

Presibn .,
Gravedad — nana blanca

Figura 9.2: Presion vs. gravedad y evolucién de las estrellas

generan una presion de radiacion suficiente que compensa al peso y la estrella estd en equilibrio. Cuando
el Hidrégeno empieza a se escazo, el peso de la estrella gana y, dependiendo de la masa, puede alacanzar
otro estado de equilibiro, conviertiendo al Helio en Carbono, por ejemplo, o si la masa es suficientemente
grande, puede generar una presién que una a los protones con los electrones, creanod una estrella de
neutrones y, si es més grande aun, no hay fuerza que se pueda oponer al peso y se colapasard a un punto,
formando el hoyo negro. Este seria un hoyo negro no estatico, cuya desripcidon en las ecuaciones de
FEinstein es mucho mas complicada que la solucion estédtica de Schwrazschild y, para hacerlo, es necesario
recurrir a las soluciones numéricas.

Otro punto interesante en la geometria del espacio tiempo de Schwarzschild es en r = 2 ]VézG. Es

facil ver que ahi el elemento de linea, ec. (9.7)), tiene problemas. En efecto, la componente gy se va
a cero mientras que la componente g, diverge. Pero, cuidado, estas son componentes tensoriales, su

valor si cambia de un sistema de referencia a otro, de acuerdo con la ley de transformaciéon de tensores.
M

gf. De hecho, es posible

hacer un cambio de coordenadas donde la métrica no presenta problemas en este radio. Esto implica

que r = 2 Néf no es una singularidad fisica, como lo es r = 0, el problema que se ve surge debido a las

coordenadas que estamos utilizando, por lo que se le llama una singularidad coordenada.

El escalar de Kretschmann no muestra ningiin problema al subsituir » = 2

Si bien, no hya divergencias, dicha singularidad coordenada si tiene una propiedad muy interesante.
Marca el radio a partir del cual, ningin observador puede regresar, es un verdadero punto de no-retorno,
pues ni siquiera la luz puede salir, se le conoce como el horizonte. Esto nos permite definir a un hoyo negro
como aquel espacio tiempo con dos regiones, una en la que ni la luz puede salir y otra asintéticamente
plana. A la frontera entre estas regiones se le llama horizonte y al radio rgchy = 2 %, se le llama radio
de Schwarzschild y es el que pensamos al hablar del tamao de hoyo negro. Un dato que vale la pena tener
presente es el considerar a un hoyo negro con la masa del Sol. Si bien se sabe que el Sol no evolucionara
hacia un hoyo negro, pues no tiene la masa suficiente, es interesante ver de qué tamao seria si toda su
masa se colapsara. Entonces, con G = 6.67 x 10711 I\Lg‘;, c = 299792458 7 y, para la masa del Sol,
My = 1.9891 x 10%° kg, obtenemos que se formaria un hoyo negro de radio igual a 7genwso = 2952.37 mts.
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Figura 9.3: Diagrama artistico de un hoyo negro

Serfa un objeto de un poco menos de 3 kilémetros de radio.

De este modo, vemos que los hoyos negros son una soluciéon de las ecuaciones de Einstein en vacio,
son una prediccién tedrica de un cierto tipo de espacio-tiempos. Hay procesos que explican su formacién
como la etapa final de cierto tipo de estrellas. Pero, pueden argumentar ciertos estudiantes, jno se ha
visto ningin hoyo negro!

Visto como tal, pues no, jdado que son negros! pero hay mucha evidencia de su presencia, sobre todo
en el centro de las galdxias, incluyendo la nuestra. En efecto, las observaciones detalladas y de larga
duracién de cuerpos en la zona del centro de la Via Lactea, que esta a unos 27,000 anos luz de nosotros,
muestran a cuerpos orbitando alrrededor de algo con brillo mucho menor que el de los cuerpos en esa

Pre-Flare

LR R

X-ray Image of Galactic Center

Keck/UCLA
Galactic Center Group 1995-2008

Infrared View of Milky Way Post-Flare

Figura 9.4: Dindmica en el centro de la Via Lactea

zona. La érbita y luminosidad de los cuerpos que se observan, permite inferir que se tiene a un cuerpo
muy masivo, del orden de 4.4 millones de masas solares, ocupando un volumne muy reducido (de otro
modo hubiese interacutado y destruido al cuerpo) y con una luminosidad muy inferior a la luminosidad
opbservada de los cuerpos en esa zona. Se puede calcular que, cuando cae materia al hoyo negro, dicha
materia siente una gran aceleracion y, por efectos de friccién consigo misma, al ir cayendo a un volumen
menor, emite radiacién en forma de rayos X. dicha radiacién también se ha observado.

Todo ello forma un conjunto de pruebas que nos permiten afirmar que, en efecto, hay un hoyo negro
super masivo en el centro de la galaxia y, de hecho, se considera que la mayoria de las galaxias tienen
hoyo negros super masivos en su centro.
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No podemos terminar esta seccién sin por lo menor tocar un punto fundamental. Muy bien, ya vimos
que las ecuaciones de Einstein son la manera covariante de describir a la interaccién gravitatoria; nos
dan un paradigma nuevo y muy diferente al que ofrece la Fisica de Newton, vemos esa interaccién entre
geometria y materia y hasta ya tenemos una solucién que es la manera de ver a la accién de una masa
puntual; més atn, hay evidencias que implican la existencia de estos objetos en las galaxias. Perfecto,
pero, ;{Cdémo sabemos que esto es correcto?

Como ya discutimos, una teoria es correcta, no por su belleza o su autoconsistencia, sino porque
mejor describa a la Naturaleza. Esto fue lo que mostré Einstein. Son dos fenémenos muy importantes
que prueban lo que se queria, el tener una predicciéon dada por una teoria y una diferente dada por otra.
Hacer las observaciones correspondientes y ver cudl teoria describe mejor o es més consistente con la
observacion.

El primero de estos fenémenos es una observacién que ya se conocia durante el siglo XIX y es la
precesion del perihelio de Mercurio: En efecto, se tenia ya una medicién de que el perihelio de mercurio

Mercurio

Figura 9.5: Precesion en el perihelio de Mercurio, exagerada en el dibujo.

se desplazaba, una cantidad pequena, 42.98 segundos de arco por siglo, pero medible y, el problema es
que no se podia explicar con la teoria de gravitacion newtoniana; simplemente no es un efecto que ocurra
en ésta fisica. Es por ello que, la solucién de Schwarzschild no sélo tenia el interés de ser una solucién a
las ecuaciones de Einstein, sino que se podia usar para modelar al sitema solar. Si bien, el Sol no es un
hoyo negro, si se puede considerar como una masa puntual, de hecho es como se considera para derivar
la dindmica planetaria, por lo que la solucién de Schwarzschild se usé para describir la dindmica en el
espacio tiempo de una masa puntual. Después de todo, si no estamos cerca del hoyo negro, asi es como
se comporta.

Como mostramos en la siguiente seccion, las trayectorias de los cuerpos, es decir, las geodésicas en
Schwarzschild, se pueden resolver hasta cuadraturas de un modo directo, por lo que no es dificil determinar
la trayectoria de los cuerpos y... Voila! al substituir para la érbita de Mercurio se tiene este efecto de
precesion, en excelente acuerdo con las observaciones. De hecho, todos los planetas lo tienen, pero el valor
es ain mas pequeno. De este modo, la teoria de la relatividad general no sélo contiene a los resultados
y predicciones de la teoria newtoniana, sino que puede explicar fenémenos donde la teoria newtoniana
queda muda.

Pero tal vez el més espectacular, el fenomeno de relatividad general par excellence es el de lente
gravitatoria. Es un fenémeno que muestra el gran ingenio de Einstein. Se tiene al modelo de Newton
con la fuerza gravitatoria y, por el otro lado, al modelo de Einstein con geometria. Entonces, veamos un
caso donde no hay fuerza gravitatoria, pero sigue habiendo geometria. Este es justo el efecto que piensa
Einstein al considerar que, dado que el fotén no tiene masa, m. = 0, al pasar cerca del Sol, el fotén no
sentird ninguna fuerza gravitatoria por parte de éste, por lo que su trayectoria continuard sin inmutarse.
Por otro lado, desde el punto de vista de la relatividad general, el fotén sin importar que no tenga masa,
viaja en un espacio que, en la presencia del Sol se curva, por lo que, al pasar cerca de éste, su trayectoria
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si se vera afectada y, de hecho, se puede cuantificar, no es mucho, tampoco es que se vaya al otro lado,
pero es medible, en el caso del Sol, pasando en la orilla, la defleccién es de 1.75”. Asi tenemos un caso
claro en el que no es que como el el fenémeno de Mercurio, la teoria newtoniana lo vea, sino que aqui
si da una prediccién y es cero, no hay defleccién y la relatividad general, el modelo de espacio-tiempo
curvo, da una prediccién diferente, cuantificable.

Mas aun, Einstein sugiri6 el experimento donde ésto se podria medir. Durante un eclipse. En efcto,
la idea es determinar con presicién la posicién relativa de las estrellas, las distancias entre ellas, en una
regén donde se sabe que ocurrira un eclipse. Una vez con esas mediciones, se espera al eclipse y, cuando
el cielo se obscurezca y se vean las estrellas, volver a medir la posicién relativa de las estrellas. Aquellas
cuya luz pase justo en la orilla del Sol, sentiran el efecto de curvatura y se veran desplazadas con respecto
a las que estan mas lejos y entonces este efecto sea despreciable. En la siguente seccién, al resolver las
geodésicas para el caso de particulas tipo luz, fotones, es posible ver claramente ésta prediccién de la
relatividad general.

Figura 9.6: Medicién del cambio de posicién de una estrella durante un elipse solar

Al conocer esto, fue Arthur Eddington quien se entusiasmé con la idea y organizé dos expediciones
para observar al eclipse totales de Sol que ocurriria en ese ano, 1919. Una irfa a Brasil y otra a la isla Sao
Tome y Principe, en las costas occidental de frica, frente al actual Gabén. Eddington partié a Sao Tome
para observar el eclipse solar del 29 de mayo de 1919. Parece ser que la expediciéon de Eddington tuvo

sErsio2sT

P

~&

N

|

Figura 9.7: Fotografia del eclipse hecha por Eddington, asi como la trayectoria de dicho eclipse

varios exabruptos, pero al final, se lograron tomar las ansiadas fotografias durante el eclipse solar y poder
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medir la posicién relativa de las estrellas, sobre todo, de aquellas cuya luz pasaba lo més cerca posible de
la orilla solar. Una vez con las fotografias, las estudio, trabajé y finalmente publicé su resultado donde
afirmaba que sus mediciones, en efecto comprobaban a la teoria de la relatividad general. El modelo de
espacio-tiempo curvo, es consistente, cualitativa y cuantitativamente con las observaciones. Este fue un
gran empuje a la teoria de Einstein y logré su aceptacién por la comunidad internacional.

Scanned at the American
Institute of Physics

Figura 9.8: Arthur Stanley Eddington, 1882 - 1944 y con Albert Einstein y Hendrik Antoon Lorentz

Actualmente, el efecto de lentes gravitatorios se observa en muchos sistemas en cosmologia, a muy
diversas escalas [?]

Estos temas que hemos platicado, asi como otros relacionados, como los hoyos negros rotantes y los
cargados, pueden ser discutidos con presicién y detalle en capitulos posteriores que se pudieran cubir en
un siguiente curso. Por ahora, aqui detenemos el tema de los hoyos negros.
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9.1.1 Espacio-tiempo de Friedman - Lemaitre

Otra solucién a las ecuaciones de Einstein, un poco méas complicada que la de Schwarzschild, fue determi-
nada por Aleksandr Friedman en 1922 - 1924, también a los pocos anos de que Einstein habia propuesto
sus ecuaciones.

lff‘:?j,_._?.uﬂ-ﬁ--‘

Figura 9.9: Aleksandr Aleksdndrovich Friedman, 1888 - 1925.

Nuevamente, Friedman utiliza las simetrias, pero ahora buscando una solucién para un fluido perfecto
en el que consider6 que dicho fluido era homogéneo e isotrépico, es decir, existe un sistema de referencia en
el que sus pardametros, como densidad y presién, son independientes de la poscion, por lo que sélo pueden
depender del tiempo coordenado. Esta consideraciéon, aplicada a nuesrto Universo, es lo que actualmente
se conoce como el Principio Cosmolégico: Nuestro Universo es, espacialmente, homogéneo e isotrépico.
Es decir, todos los puntos, de una seccién espacial, son equivalentes (no se quiere volver a tener problemas
de definir un centro, un punto privilegiado) y tampoco hay direcciones preferentes, es equivalente, en una
seccién espacial, el desplazarse hacia una direccién que hacia otra. Es decir, las secciones espaciales si
pueden cambiar, pero lo hacen con todos los puntos, no en regiones independientes.

Dichas condiciones nos implican que se debe tener simetria esférica en cada punto de las secciones
espaciales. La distancia entre puntos sélo puede depender de su norma, no de su direccién, por lo que se
tiene, para la seccién espacial, que di?> = A(r)dr? +r2dQ?, con dQ? = d0? + sen?0 d ¢?, la diferencial
de angulo sélido que ya hemos visto. Mas aun, el Principio Cosmoégico implica que las hipersuperficies
tengan curvatura constante, es decir que su su escalar de curvatura sea constante. Cuando se calcula el
escalar de curvatura, asociado con la hipersuperficie, se obtiene una tnica ecuacién dierencial para A(r)

skt = r2 A2(r)2 (T dillfjﬁ) +A(r)? - A(T)> ; (9.10)

al suponer que 3R = 6k =cte y que limA(r) = 1(r — 00) se obtiene la forma del coeficiente métrico
consistente con el Principio Cosmolégico: A = 1/(1 — kr?). De este modo, el elemento de linea espacial
s6lo puede representar a tres tipos de espacios, a tres tipos de secciones espaciales: a la plana, a una
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cerrada o a una abierta. Es decir,

1 silaseccion espacial es plana,

A(r?) = —L- silaseccion espacial es cerrada, (9.11)

_1_
14172

silaseccion espacial es abierta.

En efecto, es claro ver que, si A = 1, el elemento de linea espacial queda di? = dr? + 2 d?, plano
2
en coordenadas esféricas. Si A = 1_—1T2, el elemento espacial tiene la forma di? = 1d_TT2 +r2dQ?; s
2

= sen?(, es directo ver que el elemento de linea toma la forma di? = d (2 + sen?¢ d Q3?, que

es el de una 3-esfera, por ello son secciones espaciales con la forma de 3-esfera y se les llama cerradas.

Finalmente, si A = H-%’ ahora se define 72 = senh®¢, con lo que el elemento de linea toma la forma

di? = d1? + senh®i d Q2, que son secciones hiperbélicas, por lo que la seccién espacial es abierta.

definimos r

De manera unificada podemos escribir al elemento de linea de la seccién espacial, consistente con
el Principio Cosmolégico como % +7r2dQ?, con la k, como vimos, relacionada con el escalar de
curvatura de dicha hipersuperfcie. Finalmente, como se quiere que dicha simetria se mantenga para todo
tiempo, obtenemos que el elemento de linea del espacio-tiempo consistente con el Principio Cosmoldgico,

encontrado por Friedman es

2

2_ 232 2
ds® = —c* dt* + a*(t) (114:1"2

+ r? d92> , (9.12)
donde a la funcién a, que sélo depende del tiempo coordenado, se le llama factor de escala. También
lo podemos llamar factor de encajamiento, ya que nos muestra como toda la seccion espacial se va
metiendo al espacio-tiempo.

Dada esta forma del elemento de linea, Friedmann buscé que fuese solucién de las ecuaciones de
Einstein con fluido perfecto.

Como en el caso de Schwarzschild, esta es ya la idea genial, el describir la forma del espacio tiempo; el
resto es hacer derivadas y sumas; bueno, hasta llegar a las ecuaciones donde nuevamente hay que analizar
las cosas, pero, en términos de buscar la solucién, como vemos, lo importante estd en el planteamiento.

Respecto al fluido perfecto, cuyo tensor de energia esfuerzos viene dado por la ec. , como se vib
en uno de los ejercicios, para el observador comévil, que se mueve junto con el fluido, por lo que, en este
sistema de referencia, el fluido estd en reposo, por lo que su cuadrivelocidad se reduce a u* = (u®, 6), v,
de la normalizacién, u* u, = —c?, para la geometria de Friedman, ec. , tenemos que u® = c. Se vié
entonces que dicho tensor se puede escribir como

—puc® 0 0 0
oo, | Y » 00 (9.13)
0 0 p O
0 0 0 p
Y escribimos a las ecuaciones de Einstein de la forma G*, = SZ‘TGT“V. el calculo del tensor de

Einstein, G*,, a partir de la métrica de Friedman ec. (9.12]), es directo y obtenemos entonces que sélo hay
dos ecuaciones diferenciales no triviales (la temporal y las tres espaciales ?; que dan la misma ecuacién)

L\ 2
a k 81G

. L\ 2
2a(z> _k %p, (9.15)

a a? ct
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donde denotamos a punto, como derivada respecto al tiempo en unidades de distancia, ct. Antes de
intentar resolverlas, hay un punto intersante. Como sabemos, el tensor de energia esfuerzos debe satisfacer
que su divergencia es cero. Por lo que, para nuestro caso, T, ., = 0 implica la ecuacién:

02,[1—4—3% (u+p) =0, (9.16)

pero esta ecuacién es dependiente de las de Einstein. Claramente, si se satisfacen las de Einstein, se satis-
face la de conservacion, por lo que tenemos tres ecuaciones pero solo dos funcionalmente independientes,
escojemos las mas sencillas y el sistema a resolver es:

pre ko BTG (9.17)

a2 3c2 #
Cp+3H (p+p) = 0, (9.18)

donde hemos definido a la razén de la derivada del factor de escala al factor de escala, la derivada
logaritmica, como

a
H="= 1
a, (919)

que se conoce como la funcién de Hubble.

Aqui las cosas ya no le empezaron a gustar a Einstein, pues él abogaba por un Universo estatico, es
decir, en el cual @ = 0, por ende H = 0 y eso implicaba que si las secciones espaciales eran planas, ambas
suposiciones en boga en 1920, se pensaba que el Universo era inmutable y casi plano, se tenid entonces
que la tnica solucién era la trivial, un espacio-tiempo sin materia, Minkowski.

Aparte del punto de vista de Einstein, las ecuaciones si resultaban muy interesantes. Veamos a la
ec. . Si la evaluamos al dia de hoy y es costumbre normalizar al factor de encajamiento ag = a(t =

hoy) = 1, se tiene
87 G
k=Hy? | ——=pu—1), 9.20
0 (302 H()2 Ho ) ( )

donde Hj es la funciéon de Hubble evaluada al dia de hoy, lo que se conoce como la constante de Hubble
v o es la densidad del Universo al dia de hoy. De ésta ecuacion vemos que el valor de k estd determinado
por la magnitud de la densidad al dia de hoy. En efecto, conociendo el valor de la constante de Hubble
y la densidad, podemos determinar algo tan interesante como la curvatura de las secciones espaciales de
nuestro Universo, de acuerdo al modelo de Friedman. Al valor de la densidad al dia de hoy que hace que
la seccién espacial sea cero, se le conoce como densidad critica:

3 C2 H02

Hecritica = SnC (921)

asi, de acuerdo al modelo de Friedmann, si la densidad del Universo al dia de hoy es mayor que la critica,
las secciones espaciales seran cerradas, tendremos un Universo con secciones espaciales de 3-esfera. Si la
densidad del Universo al dia de hoy es menor a la critica, las secciones espaciales de nuestro Universon
seran hiperbédlicas, un Universo abierto. Y si la densidad del Universo al dia de hoy es igual a la critica,
las secciones espaciales del Universo donde vivimos seran planas, tendremos a un Universo abierto y su
seccion espacial plana.

Tomando el valor més reciente que se ha obtenido para la constante de Hubble [?],

km
sMpc’

Hoplanex = 67.3 & 1.2 (9.22)

Ya que estamos usando valores, es muy importante considerar las unidades que se estén utilizando.
Como se ha mostrado, a lo largo de estas notas hemos mantenido explicitamente en todas las ecuaciones a
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las constante fisicas, a diferencia de muchos textos y trabajos donde trabajan con las llamadas unidades
geométricas, donde se considera G = ¢ = 1 o las llamadas unidades naturales, h = ¢ = 1. Siendo
consistentes con que la coordenada temporal en el espacio tiempo es ct, con unidades de distancia. Por
ello, la funcién y constante de Hubble, ecs. , tienen unidades de inverso de distancia. Los valores
reportados son utilizanod unidades donde ¢ = 1, por lo que, para utilizar el valor reportado, este debe
ser dividido entre la velocidad de la luz, es decir, Hy = Hopianek/¢- Al utilizarlo entonces en la expresién
para la densidad critica, ec. , la velocidad de la luz se cancela en ella, quedando picyitica = %
que, incidentalmente, es la expresiéon que se obtiene en los textos que utilizan ¢ = 1, como el Weinberg,

[?]. Dicho lo cual, expresamos a la constante de gravitacién universal como,

) Kpe )

(9.23)

G =4.297 x 1076
% ( S MSol S Jw’Sol7

=4.297 x 1077 (
(expresar a G en estas unidades es muy 1til al trabajar en problemas de cosmologia, con Mg, denota
a la masa del Sol, Mg, = 1.98 x 1033 grs.); la velocidad de la luz dadas las unidades de Hypjancx DO €s
necesaria, por lo que obtenemos que la densidad critica, aquella para la cual, de acuerdo a este modelo, un
atomito més y el Univeso se cierra o igual o uno menos y el Universo se expande para siempre, no son varias
toneladas sobre metro ctibico, ni la del agua, ni la de una nubecilla, sino es (1parsec = 3.08 x 108 cms)

feritica = 1.26 X 1011% =854 x 10730 Cg%, (9.24)
un valor muy pequeno, dicha densidad se esta logrado alcanzar en los laboratorios que trabajan en vacios.
El mejor vacifo se ha logrado en el CERN y es cerca de 10713 atm = 1072%gr/cm?, ya cerca de la densidad
critica. Es interesante entonces que el Universo con densidades del 6rden de la critica es un Universo,
practicamente vaciio, si hay galaxias y cimulos, pero repartidos en un enorme espacio que dejan que a
una densidad promedio cercana a los vacios que se estan logrando en los laboratorios.

Siguiendo con el estudio de las ecuaciones de campo, definimos entonces la razén de la densidad p a
la densidad critica, como

]
0= , 9.25
Heritica ( )
y la ecuacién de Einstein, ec. (9.17)) la reescribimos como:
k
H?> =H?Q— oL (9.26)

es decir,

a=+\Hy*Qa? -k, (9.27)

esta forma de escribir a la ecuacion diferencial es muy ttil para poder resolverlas, una vez que conocemos
a la densidad, p como funcién del factor de escala, a. Para ello, nuevamente el, la, estudiante atento, se da
cuenta que tenemos dos ecuaciones diferenciales (ya que vimos que las dos de Einstein y la de continuidad
son funcionalmente dependientes) y tres incégnitas, a, p y p. Para cerrar el sistema necesitamos una
ecuacion extra y esta es la que se conoce como ecuacion de estado, una relacion entre la presién p y la
densidad, . Desde el punto de vista fisico, necesitamos decir qué tipo de materia es la que tenemos para
poder cerrar el sistema y asi determinar como se expande el Universo y como cambia la materia en él.
Pero, antes de hablar de la ecuacién de estado, hay un punto importante que senalar que involucra
a la ecuacion de continuidad. En el sistema comévil la ecuacion j#., = 0 implica po uo;o = 0. Para el
elemento de linea de Friedman, ec. , la normalizacién de la cuadrivelocidad, u* u, = —c2, implica

que u° = ¢, por lo que la ecuacién de continuidad queda, usando las propiedades de derivada covariante:

L (V=am),=0. (9.28)

—g ,

ﬁ
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Ahora, dado que el determinante del tensor métrico para el elemento de Friedman es g = —a® ﬁ sen?6),

y como las coordenada son independientes, la ecuacién de continuidad implica (a® po) o = 0, por lo que
concluimos:

a®(t) po = cte, (9.29)

lo cual es una relacién interesante y, ya pensiandola, muy natural. Nos dice que la densidad de materia
en reposo varia como el cubo del factor de escala. Si pensamos que el factor de escala es una medida del
sector espacial inmerso en el cuadriespacio, tenemos que la densidad de materia en reposo varia con el
inverso del volumen, lo que, para una situacion en la que no se crea ni destruye materia, es natural.

Relacionamos asi py con el factor de escala. Dada la definicién de densidad, p = po(1 + €), lo que nos
queda entonces es determinar la relacion entre la energia interna y el factor de escala. Entonces, para
cerrar al sistema necesitamos, como deciamos, relacionar la densidad, p, con la presién, p, es decir, dar
una ecuacion de estado.

Ahora, ;de qué estaba formado el Universo en su inicio? Es lo que se llama, la sopa césmica, ;jcudles
eran sus ingredientes? Pues se considera que habia electrones, protones, fotones, neutrinos, algin campo
escalar. Nosotros consideraremos ahora un modelo en el que sélo haba algin tipo de materia, como la
bariénica, representada digamos por neutrones, que la podemos tratar como un fluido sin presién, es
decir, como polvo, p = 0.

Al tener esta relacién para la presion, se cierra el sistema y podemos integrar la ecuacién de conser-
vacion, ec. . Reescribiéndola como derivadas respecto al tiempo:

c—+——cu=0, (9.30)
a

que se resuleve diréctamente, obteniendo que la densidad, u, asi como la densidad en reposo,
rhog, en el caso de polvo va como a™3:

cte o
- _ _Ho 9.31
HEB0 @0 31
donde hemos evaluado la constante, utilizanod la normalizacién de que el factor de escala, al dia de
hoy, vale uno, con lo que pg denota la densidad de dicho polvo al dia de hoy. Utilizando la definicién
de = po (1+¢€), con e la energia interna del polvo, vemos que en este caso, dicha energia interna es
Ko 1, con pgg la densidad de materia en reposo al dia de hoy. De hecho, dicha

P00
constante es cero, pues para el polvo, como no hay interaccidon entre las particulas, la energia interna

una constante: € =

es cero. Todo es consistente y coincide la densidad p con la densidad en reposo, pg. De este modo,

0= _#  _— __po  _ Popoivo
Heritica Heritica a5 as
Ya con la densidad determinada en términos del factor de encajamiento, resta resolver la ecuacién de
b

Friedman, ec. (9.27)), que reescribimos para dejarla en forma integral, integrando de 0 a a/aq el factor de
escala y de 0 a t el tiempo

—cHy / dt, (9.32)

QOpolvo 0

/ \/QOPOIVO 41—

donde hemos usado la ecuacion para la constante de las secciones espaciales, y la hemos escrito en
Lo ; . L 2
términos de la razén de denmdades. k = Hy (Qopolvo — 1).
Haremos el estudio para cada curvatura, es decir, para cada valor de k. El caso k = 0 es inmediato,
Qopolve = 1, ya que la densidad es igual a la critica en este caso y tenemos que nuestra ecuacién se reduce
a

I
/\/&da:cHot, (9.33)
0
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con lo que obtenemos la siguiente expresién para el factor de escala:

Wi

a(t) =ao (cHpt)® . (9.34)

jListo! Tenemos nuestro primer modelo del Universo donde han quedado determinadas todas las funciones.
Veamoslo entonces con cierto detalle. Tenemos para el factor de encajamiento, una funcién que va desde
un tiempo inicial, t = 0, en el que este encajamiento vale cero. Esto es, el modelo tiene un inicio, donde
toda la seccion espacial se empieza a meter, a encajar en el cuadriespacio; del elemento de linea, ec. ,
vemos que las distancias espaciales a tiempo constante, t = T = cte son

di? = ap (cHyT)® (dr® +1r*d0?), (9.35)

al anularse el factor a, se anulan las distancias, jEs un punto en el cuadriespacio! A este punto inicial
se le llamé el dtomo cosmico y después se llamé Big Bang que, como vemos, no es un punto del
espacio, es un punto del espaciotiempo y, dado el caso, es un tiempo, en el que toda la secciéon espacial
se empieza a encajar en el cuadriespacio. Tenemos entonces que, nuevamente, este modelo, como el de
Schwarzschild, presenta una singularidad y ahora, esta singularidad si esta en contacto causal con el resto
del cuadriespacio, no esta cubierta por ningiin horizonte.

Posteriormente, al avanzar el tiempo, avanza el encajamiento de las secciones espaciales. La distancia
espacial entre los puntos, ec. , aumenta, jel Universo se expande! Las cantidades fisicas, como la
densidad y la densidad en reposo van como

Ko

, 9.36
02 H()2 t2 ( )

M =
por lo que divergen al tiempo inicial. Se empieza entonces, en este modelo, con un punto del espaciotiempo
donde la densidad era divergente y, conforme le Universo se expande, las secciones espaciales, la densidad
va decreciendo, de hecho, como el tiempo a la menos dos.

Podemos incluisve saber cuanto tiempo ha transcurrido desde la gran explosiéon. Diréctamente de la
ecuacion , a t = hoy, donde a(t = hoy) = ag = 1, tenemos que ha transcurrido un tiempo dado por

1

thoy

nuevamente, utilizando el valor de Hy obtenido en la misién Planck (consideran un modelo de Universo
diferente, mds completo, pero, nos da idea, de hecho, bastante buena), se tiene que ¢ Hy = 2.18 x
1018 Hertz, con lo que obtenemos que la edad del Universo, el tiempo transcurrido desde el Big Bang es

Edad del Universo = 14.51 Giga — anos. (9.38)

Por tltimo, mencionamos que, esta distancia a tiempo constante, ec. (9.35)), nos permite definir en
general a la distancia propia, (por simplicidad, tomamos a dngulos constante también)

lpropia = a(t) r, (9.39)
que nos permite definir una velocidad de recesién:
Upee = a(t) 7, (9.40)

que, evaluada al dia de hoy, nos permite inferir la velocidad con la que se alejan los puntos, unos de otros,
debido a la expansién cosmolégica:
Urec = Ho T, (9.41)
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es decir, se alejan mas rdpido conforme se encuentran mas lejos.

De este modo, el modelo de Universo de Friedman nos da una descripcién de como cambia la geometria,
c6mo se espanden las secciones espaciales y, como va cambiando la materia presente en él, permitiéndonos
inferir resultados fisicos.

El modelo de Friedman, si bien criticado inicialmente por Einstein, fue ampliamente defendido y
profundizado por Georges Lemaitre, que le encantaba la idea de un Universo con un inicio. Por ello, el
modelo se conoce como Universo de Friedman-Lemaitre.

Figura 9.10: Georges Henri Joseph Edouard Lemaitre, 1894 - 1966.

Para terminar la descripcion del modelo, veamos los otros dos casos, cuando la densidad de materia
es mayor a la critica, donde tendermos a un Universo cerrado, con k = 1 y cuando la densidad de materia
es menor a la critica, donde tendremos un Universo, como el del caso plano, abierto.

Entonces, para el caso con k = 1, tenemos que la ecuacién de Einstein, ec. , tiene Qoporvo — 1
positivo, pues en este caso tenemos una densidad del Universo, mayor a la critica. Al hacer la integral,

N

/ = = Popoivo —2/y (1 —y) +tan~" % - 3% )
\/ DOLYO +1- QOpolvo 2 (QOPOIVO - 1) y( y)

(9.42)
donde hemos definido y = a (Qoporvo — 1) / (a0 Qopolve) ¥ recuerda lector@ que tan!(—oco) = 37/2.
Por lo que en este caso, la ecaucion de Einstein nos da una ecuacién trascendente para el factor de
encajamiento en términos del tiempo.

Las ecuaciones trascendentes, lo son tanto para los humanos, como para las maquinas, es decir, en
este caso, lector@, no se tiene una ecuacién trascendente y se espera que las computadoras la resuelvan.
Hay que pensarle un poco.

La manera mas directa de lidiar con una ecuacién trascendente, es parametrizandola, es decir, expresar
tanto a la variable, como a la funcién, en términos de un pardmetro que nos permita trabajar con la
variable y con la funcidn.

De la ecuacion , se ve que ese término con arco tangente, es latoso, por lo que definimos al

2y—1 . )
% = tan (6 + «), donde 0 es él pardmetro que estamos
y(1-y
buscando y « es una fase para fijar el origen, como veremos. Resolvemos ésta relaciéon para la funcién

argumento como el inverso de la funcién:
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y, obteniendo y = (1 + sen (f + «))/2. Como queremos que el factor de escala esté parametrizado siendo
igual a cero en cero, escojemos a la fase tal que cumpla esto: o = 37/2. Las propiedades trigonométricas
y las integrales se pueden buscar en linea o, con cierta anoranza, en [?].

De este modo, tenemos que el factor de encajamiento queda parametrizado como

QOpolvo -1 1—cos @
_ 9.43
“ 0 < QOpolvo 2 ’ ( )

y, al substituir en la ecuacién de Einstein integrada, ec. (9.42)), tenemos, simplificando

QOpolvo
3
2 (QOpolvo - 1) 2

(—send +0) — = cHy t, (9.44)

con lo que queda también parametrizado el tiempo, la variable. Vemos que § = 0 implica t = 0. Tenemos
entonces que ya podemos graficar a la funcién a(t), el factor de escala para el caso en el que la densidad es
mayor a la densidad critica y las secciones espaciales son 3-esferas. Damos un valor de 6 y obtenemos la
correspondiente pareja [c Hopt(6), a(0)/ao] = [0 — senb, (1 — cos ) /2], con p = 2 (Qoporvo — 1)% /Q0polvo-
La grafica de este comportamiento la mostramos en la figura .

Figura 9.11: Comportamiento del factor de escala en el modelo de Friedman-Lemaitre para cuando el
Universo tiene las secciones espaciales planas, k = 0, hiperbdlicas, k = —1, o de 3-esferas, £k = 1 Los dos
primeros casos muestran que el factor de encajamiento crece sin limite, mientras que el caso kK = 1 de
este modelo, cuando la densidad de materia es mayor a la critica, el factor de encajamiento crece, pero
posteriormente decrece y se recolapsa. Por simplicidad, estamos tomando los coeficientes en ¢ y en el
factor de escala igual a uno en los tres casos.

Muy interesante. Es la grafica de una cicloide. Entonces, en el modelo de Friedmann-Lemaitre,
cuando las secciones espaciales son 3-esferas, la densidad de materia es mayor a la densidad critica y el
Universo se expande, alcanza un radio méximo y se recolapsa.

Finalmente, el caso con densidad menor a la critica, donde k¥ = —1. En este caso, la integral de la
ecuacion sigue siendo vélida, pero ahora g1y, < 1, por lo que y < y nos conviene cambiar a la
variable y — —g, por lo que el coeficiente en dicha ecuacién toma la forma

& 27+ 1
/ _ da _ Opolvo <2 7+ ?]) _tanh~! <y+> _ 3277> 7
\/% +1- QOpolvo 2 (1 - Q0polvo) 2 Yy (1 + y)

(9.45)

NI
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donde usamos que tan~'(i ) = itanh™'(z) y que tanh™*(c0) = i37/2. Con un procedimiento anélogo
al caso con k = 1, pidiendo ahora que (25 +1)/(2 /7 (1 4+ §) = tanh(f + ), (conviene definir § = i ¥,
a = ibeta, desarrollar y luego regresar). Se obtiene en este caso:

Qopolvo — 1 cosh 6§ — 1
QOpolvo 2 ’

a = ap (9.46)

un factor de encajamiento que, como el caso plano, crece sin limite. Para el tiempo, obtenemos en este
caso

HO t = QOpolvo

+ (senh 6 —6). (9.47)

2 (1 - Qopoivo) *

De este modo, queda también parametrizada la soulcién en este caso y la hemos graficado en la figura
, donde se ve claramente como crece el factor de escala ilimitadamente en este caso. También hemos
graficado el caso plano parametrizado en este caso, de un modo trivial, c Hyt = 6, por lo que a = ag 03,

De este modo, presentamos al modelo de Friedman - Lemaitre. Hay quien le llama también incluyendo
los nombres de Robertson y de Walker, pero los autores no hemos podido determinar cual fue su con-
tribucién al modelo. Ya hablando de nombres, el caso en el que el factor de escala va como el tiempo a la
dos tercios, que es el caso de Friedman-Lemaitre para secciones espaciales planas, se le llama Universo de
Einstein-de Sitter, pero, nuevamente, no vemos justificado el llamar asi a este caso particular del modelo.

Muy bien, tenemos una solucién a las ecuaciones de Einstein con fluido perfecto polvo, que es ho-
mogénea e isotropica. Pero ... ;Tiene algo que ver con nuestro Universo?

El tema es ... apasionante y da lugar a cursos posteriores y trabajos de investigacién. Por ahora
presentaremos solo un breve resumen de la extension del modelo de Friedman - Lemaitre a lo que se
le llama el modelo cosmolégico estandard y su comparacién con las observaciones cosmoldgicas de
primer orden.

Como vemos, una de las predicciones del modelo es la expansién de las secciones espaciales, este
encajamiento que vemos determinado por el factor de escala, a(t), produce que la distancia entre los
cuerpos se modifique, aumente si el factor crece. Lemalitre, como mencionamos, era un gran defensor del
modelo y abogé mucho por él, argumentando que el corrimiento al rojo que se veia en las galaxias, no era
por un movimiento propio de cada galaxia, sino que era el movimiento general debido a la expansiéon. De

Figura 9.12: Observaciones sobre el corrimiento al rojo de las galaxias y su interpretacién cosmodgica. A
la izquierda, la de Lemaitre, 1927, a la derecha, la de Hubble, 1929.

hecho, Lemaitre mostro, en 1927, que la velocidad con la que se alejaban era proporcional a la distancia.
Esta relacion fue redescubierta un par de anos mas tarde por Hubble, aunque él no la interpretaba como
evidencia de la expansién del Universo:

v =Hyd, (9.48)
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Figura 9.13: Edwin Hubble, 1889 - 1953.

esta relacién es muy importante y, como vemos, es la derivada en el modelo Friedman-Lemaitre, ec. (9.41]),
lo que evidencia la concordancia del modelo con observaciones reales. Este modelo, si estaba describiendo
aspectos cosmolégicos de nuestro Universo.

Otro aspecto muy importante es el de la radiacién electromagnética en el Universo. En este caso,
se puede incluir en el modelo de Friedman-Lemaitre, a la radiacién, aparte del polvo, como parte de la
materia que forma al Universo. Esto fue realizado e impulsado principalmente por Georgi Gamov.

Figura 9.14: Georgi Anténovich Gamov, (George Gamow), 1904 - 1968.

En efecto, al considerar en la sopa cosmica a los fotones, lo cual se puede representar por un fluido
donde la velocidad del sonido coincide con la de la luz, lo que ocurre al considera un fluido con ecuacién
de estado prag = praa ¢2/3. Tomando esto en cuenta, un andlisis similar al presentado para el caso de
polvo, nos permite concluir que, en este caso, la relacién entre esta densidad de radiacién y el factor de
escala es praq o =%, lo que, considerando a dicha densidad de radiacién como la energia de un cuerpo
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negro, al aplicar la ley de Stephan-Boltzmann, p,aq oc o T#, Gamov concluye que
T o — (9.49)

la temperatura del Universo varia como el inverso del factor de escala. Entonces, en el inico empieza
siendo divergente y ba bajando la temperatura conforme el Universo se expande. Por ello, predice Gamov,
nuestro Universo, de acuerdo al modelo Friedman-Lemaitre, debe tener acutalmente una temperatura de
fondo, una radiaciéon de fondo homogénea e isétropa. Maés atin, dado que ya se tenia una manera de
calcular el tiempo pasado desde el inicio, se podia tener una idea de la magnitud de ésta temperatura de
fondo, que Gamov calculd, en 1948, era del érden de 50° K.

Dicha radiacién fue descubierta, accidentalmente, por A. Penzias y R. Wilson (no ponemos foto por
lo accidental del hecho), en 1964 y les fue otorgado el premio Nobel en 1967, sin ningin reconocimiento
a Gamov, ni a ningtn otro tedrico.

En fin, esta fue una prueba maés de la bondad del modelo Friedman-Lemaitre para describir efectiva-
mente a las caracteristicas generales de nuestro Universo. Nuestro Universo, en efecto, si estda descrito
por el modelo Friedman-Lemaitre.

La dltima pruba comolégica del modelo la dié la Fisica de particulas. Al estudiar al Universo,
se descubrié que la materia que vemos en él, estd compuesta fundamentalmente por Hidrégeno y, en
segundo lugar, por Helio. Mas atn, se puede determinar que estdn en una proporporcién 4 a 1. Esto,
como decimos, es un dato observacional.

Por otro lado, al considerar la sopa césmica en un ambiente con temperaturas y densidades inicialmente
divergentes y que, debido a la expansion, van disminuyendo, se puede calcular el camino libre medio de
las diferentes particulas que forman a la sopa, como funcién del tiempo. Al estar a altas temperaturas y
denisdades, son muy probables las colisiones y fusiones entre las particulas y, al ir bajando la temperatura
y la densidad, por la expansién, baja la probabilidad de dichas fusiones hasta que ya no se dan mas. La
proporcién de iones de Helio que se alcanzan a formar por fusion de protones, Hidrégeno, se puede calcular
y, jmaravilla! se obtiene que esta proporcién es de 0.24, en excelente acuerdo con el dato observacional
de 1 a 4.

De este modo, el modelo Friedman-Lemaitre, es consistente con las tres observaciones cosmolégicas
de nuestro Universo: la radiacién césmica de fondo, la recesion de las galaxias, con todo y ley Lemaitre-
Hubble y con la abundancia relativa entre Hidrégeno y Helio. Por ello, se considera que el modelo describe
adecuadamente al Universo y se le llama, el modelo cosmolégico estandard.

Quedan ain muchas sorpresas que ha dado la investigacién del Universo, como las misteriosas compo-
nentes obscuras, la materia y la energia obscuras, que son, como mencionamos, temas de investigacion y
acaloradas polémicas actualmente y forman, por si mismas, temas con suficiente material para discutirse
en cursos completos, por lo que, con cierta tristeza, no profundizamos en explicaciones mas detalladas de
las observaciones, ni de las nuevas investigaciones cosmoldgicas, esperando que el, la lector@ haya disfu-
tado de esta ”probadita” del modelo, una muestra de la gran riqueza y profundidad de las ecuaciones de
Einstein.
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Figura 9.15: Historia del Universo
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Capitulo 10

Movimiento en el espacio tiempo de
Schwarzschild.

Un tema muy interesante y formativo es el del movimiento de particulas libres en espacio-tiempos curvos.
No sélo nos muestra una cinematica muy interesante, sino que, ademas, es muy ilustrativo para lidiar
con ecuaciones diferenciales. En esta seccion estudiaremos al movimiento de particulas libres, es decir, a
las geodésicas, en el espacio tiempo de Schwarschild.

Es interesante que las simetrias de este este espacio, como vimos, esfericidad y estaticidad, nos per-
miten resolver la ecuacién de las geodésicas,

d? * u dz? da?

W+ O‘Bﬁﬂzo’ (10.1)
sin siquiera calcular los simbolos de Christoffel. En la ecuacién anterior, A es un pardmetro, se conoce
como parametro afin y, para particulas no son tipo tiempo, este pardmetro puede ser el tiempo propio.

Usamos a las propiedades de la Lagrangiana. entonces, tomamos a la métrica de Schwarzschild

1 2, .2 302
———dr® 4+ r°dQ", (10.2)
1—rs/r
donde hemos utilizado el radio de Schwarzschild rg := 2MG//c2.

Como vimos, esta métrica, corresponde a una solucién estacionaria, esféricamente simétrica de las

ds* = —(1 —ry/r)cdt* +

ecuaciones de campo de Einstein en vacio.

Las ecuaciones geodésicas estdn dadas en general por . Esta representacién permite calcu-
lar las ecuaciones construyendo los simbolos de Christoffel a partir de la métrica. Sin embargo, como
mencionamos, es posible obtener las geodésicas directamente de la métrica y luego de éstas, uno puede
simplemente leer los simbolos de Christoffel.

El lagrangiano para una particula en el espacio tiempo de Schwarzschild es (diréctamente el elemento
de linea sobre el tiempo propio (pardmetro afin) al cuadrado, es decir, la norma de la cuadrivelocidad,
dividimos entre dos para quitarnos doces que bajan al derivar)

I Ts\ o 72 : o

L= 3 guita” = (—(1 — 76)02752 + T + 7202 + r?sin 9@2) /2. (10.3)
T

Punto denota derivadas con respecto al parametro afin A. En el caso de particulas con masa tomaremos

este parametro como el tiempo propio de la particula. Para obtener las ecuaciones de movimiento

escribimos las ecuaciones de Euler

d (0L oL
o <ax> “ o = (104)
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Primero, hay que resaltar que la métrica no depende de ¢ y como consecuencia el lagrangiano tampoco,
es lo que se conoce como una variable ciclica, asf que de la ecuacién para ¢ se tiene que d(r? sin 0¢) /d\ = 0.
La cantidad conservada asociada a ¢ queda como

r?p = cte = L. (10.5)

Ademsds, debido a la simetria esférica del espacio tiempo la geodésica debe permanecer en un plano.
Podemos restringir entonces el estudio al plano § = 7/2 y como consecuencia las ecuaciones relativas a 6
se satisfacen trivialmente. Notamos, sin embargo, que no es necesario el fijar al angulo 6. En efecto, se
puede mostrar que el momento angular total,

2 2 L?,
L =1L 10.6
o+ sen20 ) ( )
con Ly el momento conjugado a la variable 6:
oL :
Ly = — =120, (10.7)

="

es una cantidad conservada, es decir, L? = 0. Para mostrar esto se utiliza la ecuacién de Euler-Lagrange
.d (9L _ 0L _ : 20\ _ .2 22
para : % (aé) 56 = 0, es decir (r*6) — r?senf cosf ¢ = 0.
Por otro lado, podemos ver que la coordenada temporal ¢, también es ciclica, por lo que su momento
conjugado, es una cantidad conservada, e:

—(1- %)ci = cte = —ec. (10.8)

Claramente, estas cantidades son las equivalentes a la conservacion de los momentos generalizados que
se encuentran en la formulacién Analitica de la Mecanica Cléasica.

Ya tenemos tres de las coordenadas integradas. Nos falta ver la coordenada radial, r. Esta, claramente,
no es ciclica, pero tenemos, una constriccién: la norma de la cuadrivelocidad. Es decir, para obtener la
ecuacién para r utilizaremos que
ds?

2 .
LS) A+ — Tt r? (92 + sen?d @2) = = —kK, (10.9)

B [ = Do

donde k =1 0 K = 0 si se trata de particulas masivas o sin masa respectivamente. Al sustituir (10.8]) y

(10.6)) en (10.9) se encuentra que:

o2 2 12
_ = = 10.1
1—|—%+1—r—f+7‘2 " (10.10)

T

2= V), V()= (1 - i) (fg + /@) : (10.11)

Esta ecuacion puede interpretarse como la ecuacién de una particula que se mueve bajo la influencia de
un potencial efectivo V.

De este modo, como prometimos, vemos que las cuatro coordenadas, como funicén del parametro afin,
han sido integradas una vez. La ecuacion de geodésicas nos da a las segundas derivadas de éstas coor-
denadas respecto al parametro afin, en términos de los Christoffel y productos de las primeras derivadas
de las coordenadas. Utilizando la Lagrangina, hemos logrado encontrar expresiones para las primeras
derivadas de las cuatro coordenadas; hemos bajado en un 6rden el problema y, como decimos, jsin haber
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tenido que escribir las ecuaciones de las geod” esicas! Cuando el problema queda en términos de derivadas
de primer orden, es decir, integrales, se dice que el problema queda resuelto a cuadraturas.

El problema del movimiento geodésico en el espacio-tiempo de Schwarzschild queda, de este modo,
resuelto en cuadraturas.

Veamos mas explicitamente las trayectorias. En el caso de particulas masivas, existe una relaciéon muy
importante entre el valor de su momento angular y el potencial. Los extremos del potencial estan dados
por (V' =0):

2
Ts T
re = 5o (1+v1-6a), a= 517 (10.12)

Que corresponden a un maximo y minimos locales. El comportamiento de las particulas es muy diferente
sia<1/6 0a>1/6 como veremos a continuacién.
Para a < 1/6 caso en el que existen dos raices reales, se puede acotar el valor de las raices por

3
57“5 <r_<3rs, y ry>3rs. (10.13)

Es posible hacer una clasificacién de las érbitas mediante un andlisis del potencial efectivo, justo como
en el caso de mecanica cldsica. Hay que notar que la particula se mueve sobre una linea horizontal con
e? = cte en una regién en donde €3 >V para asegurar que 72 > 0.

El siguiente paso es encontrar a r y ¢ como funcién del pardmetro, sin embargo, para entender el
comportamiento de las érbitas es suficiente encontrar r = r(p). Como sabemos, el movimiento de las
particulas se da en un plano, esto es, # constante. Y podemos orientar nuestros ejes para que este angulo
sea § = 7/2. De este modo, 0 =0y L= L,y ¢ = L,/r?.

Entonces, podemos determinar a r como funcién del angulo, lo que nos da la imagen de la trayectoria.
Para hallar la ecuacién diferencial en términos del 4ngulo notemos entonces que 7 = r ¢ = Ly, 7, /72
Si ademds definimos una nueva funcién u = r,/r con derivada u , = —rs/r’r , = —u?r ,/rs se obtiene
(u,)* —2ae* + (1 —u)(u? + 2ak).

U o (2u pp + 2u — 2ak — 3u?) =0 . (10.14)
Sin considerar la solucion trivial de u = cte, se obtiene que
Uy +u=ak+3/2u% (10.15)

Las condiciones iniciales para u se obtienen a partir de los valores de Ly, e y 7o = r(A = 0). Notemos
que v, =10/¢ =7012 /Ly y Uy = —1s7 o /1% = —1sTo/h y asu vez 7y = [e2 — V(rg)]'/2.

A continuacién estudiamos el comportamiento de las 6rbitas a partir del anélisis del potencial. Hay
que notar que es diferente del correspondiente potencial central en el caso newtoniano; las soluciones no
son sélamente las cénicas y, en este caso, las particulas si pueden caer hasta el centro

En la ﬁgura se muestra el potencial efectivo para una particula con un momento angular L, = 4.1.
Se tienen 4 diferentes érbitas de acuerdo con el valor de €2 en la ecuacién . En las graficas siguientes
consideramos que la particula esta inicialmente en r = 30.

En la figura hemos caracterizado las érbitas por los valores e;,i = 1...4. El comportamiento de la
particula para ey a partir de la grafica del potencial nos dice que la particula estard en una 6rbita acotada,
entre dos valores de r, es importante senalar que partiendo del andlisis del potencial no podemos afirmar
si la orbita es cerrada, justo como en el caso de mecédnica clasica para un potencial central. En la figura
[10:2] se muestra la trayectoria de la particula para ese valor de e;. Nétese como la trayectoria va de un
radio minimo a un radio méximo pero no es una trayectoria cerrada. Cuando el valor de la energia es
tal que e es el mostrado en la figura la particula situada del lado derecho del méaximo de potencial
tendera a un valor minimo, en el cual e; = V' y despues saldra dispersada hacia infinito. Esta trayectoria
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Figura 10.1: Potencial efectivo correspondiente a un valor de L, = 4.1. Las érbitas estdn descritas por
su energia que se mantiene constante.

se muestra en la figura Cuando la particula tiene una energia tal que e sobrepasa el méximo del
potencial efectivo, es decir algo como ey, la particula alcanzard en centro de atracciéon en r = 0. La
figura correspondiente a esta trayectoria se muestra en la figura [10.2] Finalmente, cuando la particula
se encuentra del lado izquierdo del maximo del potencial y es lanzada hacia afuera, alcanza un radio
maximo (en donde e4 = V' ) y luego caerd hacia r = 0, como se muestra en la figura m

Cuando el valor del momento angular de la particula no es muy grande, digamos h = 3.8, la forma
del potencial es la mostrada en la figura [I0.3] Ahora el méximo local de potencial es menor que su
valor asintético (V' — 1). Para e; el valor de la energia de la particula estd entre el méximo local y el
valor asintético. Las propiedades de las trayectorias son similares al caso anterior pero difieren de forma
cualitativa. Por ejemplo, en ambos casos las orbitas estan acotadas entre los valores de r en los que
e1 = V. Pero en este caso intermedio, las 6rbitas son cerradas.

Para un valor de e5 como el mostrado en la particula alcanzard un radio méximo (en donde
e2 = V) y luego caerd hacia r = 0. La trayectoria se muestra en la figura m Para la trayectoria ey
el comportamiento es parecido al caso con momento angular mayor. La particula simplemente alcanzara
r = 0. La trayectoria se muestra en Para ey4 si la particula se encuentra a la izquierada del méximo
relativo, alcanzara un radio maximo y caerd al centro de atraccién. El comportamiento se muestra en la
figura

Si el momento angular de la particula es peqgeno comparado con los casos anteriores, h = 1 por
ejemplo, se tienen solo dos tipos de orbitas. Su comportamiento depende del valor de e relativo a V. En
la figura se muestra el potencial efectivo para este caso. El potencial ya no tiene un maximo ni un
minimo relativos (aunque el valor asintético sigue siendo 1) por lo que no se tendrén 6rbitas que vayan
de un r maximo a un r minimo. Se tienen Orbitas como e3 en que simplemente caen hacia el centro de
atraccién y aquellas como e4 que alcanzan un r maximo cuando ey = V' y luego caen hacia r = 0. Estas
Orbitas se muestran en la figura [10.6

En el caso de particulas sin masa x = 0 el potencial efectivo tiene un méximo en r = %rs y su valor
asint6tico es cero, su forma se encuentra graficada en la figura [I0.7} Para este potencial, tres tipos de
orbitas son posibles: Si la particula tiene una energia correspondiente a ey, la particula que llega desde
infinito, alcanza el potencial en un radio minimo y luego es expulsada de nuevo hacia infinito como lo
muestra la figura [10.8] Si la energia de la particula es mayor que el maximo de potencial, esta caerd
hacia el centro de atracciéon como lo muestra la figura [10.8] Por otro lado, si la particula se encuentra
a la izquierda del maximo de potencial y tiene una velocidad inicial hacia afuera, entonces alcanzard un
radio méximo y luego caerd hacia r = 0 como se puede ver en la figura
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Figura 10.2: Diferentes tipos de érbitas. Cuando la particula tiene una energia e; su érbita esta acotada
entre dos valores de r = cte, sin embargo no corresponde a una elipse o circunferencia como el caso
Newtoniano. La curva presenta un movimiento de precesién. Es este el tipo de movimiento que siguen
los planetas de nuestro sistema solar. El efecto de precesion es mas evidente en Mercurio por ser el planeta
mas cercano al sol. Si la particula tiene una energia ey caerd hacia el centro de atraccién alcanzando
un radio minimo y luego continuara su movimiento hacia infinito. Si la energia es eg, la particula caerd
hacia el centro de atracién. En el caso que la energia es e4 la particula no puede sobrepasar la barrera
de potencial, de modo que alcanza un radio maximo y luego cae.
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Figura 10.4: Diferentes tipos de orbitas.
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